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Sammanfattning

Denna avhandling handlar om matematiska formagors interaktion och det
matematiska minnets roll vid problemldsning. For att undersoka dessa fore-
teelser har jag valt att observera matematiska formagors uttryck hos hogpres-
terande gymnasieelever genom att analysera elevers agerande i samband
med problemldsning av for eleverna nya och utmanande matematiska pro-
blem. Eleverna l6ste problemen individuellt, under enskilda observationer.
Studien visar att elevernas problemldsningsaktiviteter innehaller tre gemen-
samma faser och att dessa faser foljer en bestamd kronologisk ordning. De
namnda faserna definieras av de matematiska formagor som ar mest fram-
tradande under problemldsningens respektive fas. Vidare visar studien att det
matematiska minnet tar i ansprak en relativt liten andel tid av problemlos-
ningsprocessen och att det matematiska minnet framtrader huvudsakligen
under problemldsningens inledande fas. Trots att det matematiska minnet tar
i ansprak en liten andel tid av processen, sa ar det matematiska minnet avgo-
rande for valet av problemldsningsmetoder eftersom eleverna véljer sina
I6sningsmetoder i processens inledande fas. Studien visar att valet av pro-
bleml6sningsmetod har viktiga konsekvenser for elevers problemldsning.
Om de valda problemldsningsmetoderna inte ledde till 6nskat resultat, sa
hade eleverna mycket svart for att &ndra sina initialt valda lésningsmetoder.
Studien visar ocksa att elever som anvander allmanna, dvs. algebraiska, pro-
blemldsningsmetoder presterar battre &n elever som anvénder numeriska
metoder.

Abstract

The interaction of mathematical abilities and the role of the math-
ematical memory in the solution of mathematical problems

This thesis deals with the interaction of mathematical abilities and the math-
ematical memory's role in problem-solving. To examine those phenomena, |
have chosen to observe the expression of mathematical abilities for high
achieving students from upper secondary school by analyzing students' be-
havior in the context of problem-solving of — for the students — new and
challenging mathematical problems. The students solved the problems indi-
vidually, during individual observations. The study shows that students'
problem-solving activities include three common phases respectively and
that those phases follow a certain chronological order. The mentioned phases
are defined by those mathematical abilities that are most prominent during
the respective problem-solving phase. Furthermore, the study shows that the
mathematical memory accounts for a relatively small proportion of time of
the problem-solving process and that the mathematical memory emerges
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mainly during the initial phase of the process. Although the mathematical
memory accounts for a small percentage of the time of the problem-solving
process, the mathematical memory has a decisive role for the choice of prob-
lem-solving methods, because the students choose their solution methods in
the initial phase of their problem-solving activity. The study shows that the
choice of problem-solving method has significant consequences for the stu-
dents' problem-solving activity; if the chosen methods did not lead to the
desired outcome, so the students found it very difficult to change their ini-
tially chosen problem-solving methods. The study also shows that students
who use general, i.e. algebraic, problem-solving methods perform better than
students who use numerical methods.
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Forord

Hérmed vill jag tacka alla som har gjort det mojligt for mig att skriva denna
avhandling.

Inledningsvis vill jag tacka Utbildningsforvaltningen i Stockholms stad som
har finansierat denna studie.

Men framfor allt vill jag tacka mina handledare for allt stéd och for alla in-
spirerande, larorika samtal. Min huvudhandledare, Inger Wistedt och min
bitradande handledare, Kerstin Pettersson, har gett mig fértroende och
manga goda rad under processens gang. Deras vanlighet och hjalpsamhet har
skapat balans och harmoni i min arbetssituation, en situation som stundtals
har varit anstrangd pa grund av ett stort antal konkurrerande projekt fran min
ordinarie arbetsplats.

Jag vill tacka eleverna som tyvérr for alltid kommer att omnamnas som X1,
X2, X3, X4, X5 och X6 i samband med denna studie. Utan deras uppriktiga
intresse for matematisk problemldsning och deras allvarsamma installning i
samband med de individuella observationerna, skulle jag aldrig kunnat
genomfdra denna studie. Ett stort tack &ven till matematiklararen som moj-
liggjorde urvalet av dessa fortraffliga elever. Det lite trakigt att jag — pa
grund av etiska stédllningstaganden — inte kan ndmna dessa personer vid
namn i dessa texter.

Avslutningsvis vill jag framhdva att denna studie &r det roligaste och mest
inspirerande projekt som jag har genomfort pa mycket lange.
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Introduktion

Med all sannolikhet har var och en av 0ss egna minnen i samband med ma-
tematikproven fran skoltiden. Formodligen minns vi forvantningarna infor
provet, det febrila arbetet under sjalva skrivningen och att det alltid handlade
om nagon sorts problemlosning som skulle utféras under en begransad tid.
Men hur agerade vi nar vi sdg uppgifterna som ingick i provet? Svaret pa
den fragan &r naturligtvis individuellt. Nagra blev sékert glada nar man ant-
ligen fick se uppgifterna, eftersom de insag att de har goda chanser att klara
provet, andra blev formodligen oroliga eftersom uppgifterna sag alltfor svara
ut.

Jag minns att varje gang jag tittade pa en uppgift, sa kunde jag kort efterat
svara pa om jag kunde lésa den eller inte. Och det hande ytterst sallan att jag
bedrog mig sjalv i det avseendet. Oftast visste jag hur jag skulle I6sa uppgif-
ten men ibland hande det att jag inte hade nagon aning om vad jag skulle
gora. | det senare fallet drog jag slutsatsen att jag borde ha studerat mer infor
det aktuella provet, vilket ledde till att jag studerade lite mer och l6ste nagra
fler uppgifter infor nasta prov. Jag inser nu att jag inte alls var pahittig och
kreativ i provsammanhang, utan forsokte istéllet minnas hur jag skulle 16sa
problemen som ingick i provet.

Langt senare i livet, nar jag undervisade matematik pa gymnasiet, kunde jag
ofta upptécka liknande resonemang hos eleverna. | diskussionerna efter pro-
ven konstaterade eleverna att de antingen mindes hur man loste ett visst pro-
blem eller sa gjorde de inte det. | det senare fallet hande det ytterst séllan att
de l6ste problemet. Detta gjorde mig naturligtvis fundersam och jag bérjade
undra om skolmatematiken handlar alltfér mycket om minneshantering. Kan
det vara sa att vi premierar elever som kommer ihag saker och straffar de
som inte gor det? Och vad hander i sa fall med de elever som vill upptacka
matematiken pa egen hand? Maste de minnas all matematik som de har stu-
derat eller kan de konstruera sin egen kunskap, pa liknande sétt som de gor i
andra amnen som t.ex. sprak, historia eller geografi?

Mina funderingar kunde lika géarna stannat pa det retoriska planet om det inte
skulle varit for en annan handelse som har paverkat mig starkt. Handelsen
utspelade sig under en universitetstentamen i en fordjupningskurs i differen-
tialekvationer. Jag minns att nar jag sag uppgifterna, trodde jag att jag kunde
I6sa dem allihop. Tiden gick relativt langsamt, vilket ledde till att jag efter en
tredjedel av provtiden bara hade ett problem kvar att 16sa. Det sista proble-
met sdg bekant ut och jag visste exakt hur jag skulle l6sa det. Men sedan
hande det nagot markligt; trots att jag var saker pa att jag anvande ratt me-
tod, sa kunde jag inte 16sa problemet. Och tiden bérjade ga allt fortare. Men
efter en forhallandevis lang stund av fortvivlan kunde jag pl6tsligt minnas en
nastan exakt likadan uppgift; skillnaden var att i den uppgiften var det ett
plustecken istallet for ett minustecken pa ett bestamt stalle i problemformu-
leringen. Efter ytterligare ndgra minuter insdg jag att jag inte kunde losa
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problemet sa som det var formulerat, alltsa bytte jag ut plustecknet mot mi-
nustecken och l6ste sedan det andrade problemet. Halva tentamenstiden var
fortfarande kvar nar jag lamnade in skrivningen och direkt efterat rakade jag
traffa lektorn som var ansvarig for provet. Nér jag berattade fér honom om
mitt agerande under provet, blev han mycket orolig. Det visade sig att det
var ett tryckfel i provet. Det sista problemet kunde inte I6sas s& som det var
formulerat. Lektorn gick in i skrivsalen och papekade felet for studenterna
som pa sa satt kunde undvika problematiken som jag tidigare upplevt.

Den historien kunde ocksa ha slutat dar, med glada studenter och min egen
tillfredstéllelse Gver att jag hade upptéckt ett fel i tentamen. Men pa senare ar
har jag aterigen borjat fundera pa vad det ar som hander med oss nar vi l6ser
matematiska problem. Vad hander nér vi inte riktigt vet hur problemet ska
I6sas? Maste vi forlita oss pa vart minne eller finns det andra formagor som
aktualiseras under problemldsningen? Och i sa fall, vilka férmagor ar aktuel-
la i samband med matematisk problemlésning? Jag hoppas att jag med hjélp
av den presenterade studien kan aktualisera dessa fragestallningar.

I denna studie undersoker jag hur hégpresterande gymnasielever léser ma-
tematiska problem som de inte har sett forut. Pa sa sétt hoppas jag kunna
kartlagga vilka matematiska formagor som behdvs for att I6sa matematiska
problem och vilken betydelse minnet har vid l6sning av dessa problem. |
kapitlet som diskuterar teoretiska véagval for studien kommer jag dven att
redogora varfor jag véljer att studera hogpresterande elever.

Matematisk formaga

Manniskans olika formagor har lange sysselsatt forskare och studier har visat
att vara formagor ar delvis medfodda men att de framfor allt &r utvecklings-
bara (Bloom & Sosniak, 1985; Monks & Ypenburg, 2009; Ziegler, 2010).
Studier som har kartlagt den matematiska formagans struktur visar att dven
den matematiska formagan ar utvecklingsbar och att den utvecklas genom att
individen deltar i matematiska aktiviteter (Juter & Sriraman, 2011; Krutets-
kii, 1976; Rosca & Zorgd, 1973; Sheffield, 2003). Genom att observera indi-
vider som l6ser matematiska problem, har namnda studier aven lyckats iden-
tifiera nagra viktiga komponenter i den sammansatta matematiska formagan.
Dessa komponenter kommer jag att beskriva utforligt i kapitlet som diskute-
rar de teoretiska vagvalen for denna studie.

Matematiskt minne

Att skilja pa det vi minns och det vi kan ar utomordentligt problematiskt,
foljaktligen &r det inte sdrskilt meningsfullt att resonera om kunskaper som
vi inte kan aterkalla ur minnet (Gardenfors, 2010). Studier i kognitiv neuro-

14



vetenskap har visat att var minneshantering ar differentierad. Det ar skillnad
pa minnen som leder till aktiviteter som kan utforas automatiskt och pa min-
nen som innehaller faktakunskaper eller tidigare upplevda handelser (Ingvar,
2009a; Ingvar, 2009b; Klingberg, 2007; Nyberg & Béckman, 2009). Den
mest omfattade studien av den matematiska formagan (Krutetskii, 1976) har
dessutom definierat matematiskt minne som en viktig komponent i den
namnda formagan. | det avseendet har forskarna identifierat det matematiska
minnet som ett minne for generaliserade matematiska samband och man har
ocksa visat att komponenten ar observerbar under problemlésningsprocessen
(Krutetskii, 1976). | kapitlet som diskuterar de teoretiska végvalen for denna
studie kommer jag att diskutera skillnader och likheter mellan olika minnes-
typer. Jag kommer ocksa att resonera om kopplingar mellan den psykologis-
ka definitionen av matematiskt minne samt kognitiva och biologiska model-
ler for minneshantering.

Matematikdidaktisk forskning

Termen didaktik harstammar fran grekiskans didaskein med betydelsen lara
ut, undervisa. | en psykoanalytisk ansats fran 1925 definieras didaktik som
undervisningslara, vilket kan betraktas som en fortfarande gangbar defini-
tion (Blankertz, 1987). Enligt den ndamnda definitionen ska didaktiken stude-
ra undervisningsprocessens naturlagsenliga sammanhang och féljaktligen
avvisa arbetssatt som endast grundar sig i lararens subjektiva metoder. En
Overblick 6ver didaktikens utveckling visar att man betydligt dverskattat
didaktikens mojligheter att leverera exakta utsagor om undervisningens be-
tingelser, men man har dven underskattat dess potential till att hitta nya in-
riktningar (Maasz & Schloeglmann, 2006).

De forsta svenska texterna som kan uppfattas som matematikdidaktiska har-
stammar frén 1910, d& béde Ask&dningsmatematik av Anna Kruse och Vag-
ledning vid den forsta undervisningen i rakning av Karl Petter Nordlund
publicerades (Bergsten, 2002). Den forsta doktorsavhandlingen handlade om
problemldsning och lades fram 1919 av Karl Gustav Jonsson vid Uppsala
universitet (Johansson, 1985).

Den svenska forskningens huvudsakliga produktion borjar pa 1990-talet,
vilket tyder pa att den svenska forskningen — i ett internationellt perspektiv —
ar relativt nytillkommen (Strésser, 2005). En konsekvens av det nya forsk-
ningsfaltet &r att vissa, internationellt sett starka teoretiska forskningsansat-
ser — som t.ex. det epistemologiska perspektivet, den semiotiska ansatsen,
verksamhetsteorin, den sociokulturella ansatsen och uppfattningar och atti-
tyder till matematiken — &r relativt underrepresenterade i Sverige (Bergsten,
2007).

I sammanhanget bor vi ocksa notera att den svenska och nordiska matema-
tikdidaktiska forskningen framst fokuserat elevers svarigheter i amnet
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(Berggvist, 2003). En konsekvens av den fokuseringen &r att det i skrivande
stund (hosten 2012) endast finns tva svenska studier som har undersokt ele-
vers matematiska formagor och hur dessa formagor uttrycks och varderas i
skolsystemet (Dahl, 2011; Pettersson, 2011).

Eftersom det i Sverige saknas studier som understker det matematiska min-
nets roll vid problemlésning och ytterst fa studier har undersokt elevers ma-
tematiska formagor, sa kan denna studie bidra med relativt nya infallsvinklar
till det svenska matematikdidaktiska forskningsfaltet.

Skoldmnet matematik i Sverige

Skolamnet matematik och undervisningen i amnet har sedan 2005 varit na-
tionellt prioriterade utvecklingsomraden. Men trots den nationella priorite-
ringen, visar bade nationella och internationella jamforelser att svenska ele-
vers matematikresultat har forsamrats under det senaste decenniet (Skolver-
ket, 2009, 2010a, 2011a).

Analyser (Skolverket, 2007, 2010b) visar att eleverna lar sig att utfora be-
rakningar som ofta saknar begreppslig forankring, de léar sig inte att forsta
sambanden mellan de olika matematiska momenten. Utan begreppslig for-
ankring far eleverna svart att l6sa matematiska problem, dvs. komplexa ma-
tematiska uppgifter i nya sammanhang. Den enskilt viktigaste forklaringen
till de forsamrade resultaten &r att undervisningen domineras av tyst rakning,
dvs. eleverna jobbar pa egen hand ur larobockerna — vilket medfor att ande-
len lararledd forstaelsebaserad undervisningstid har minskat i den svenska
skolan (Skolverket, 2003, 2004, 2007, 2011a).

Med bdrjan av hostterminen 2011 har nya nationella laroplaner introducerats
i bade grund- och gymnasieskolan. | amnesplanerna for matematik &r pro-
blemldsning en central komponent bland de matematiska kompetenser och
formagor som eleverna ska utveckla genom undervisningen i amnet (Skol-
verket, 2011b, 2011c):

Undervisningen ska stirka elevernas tilltro till sin forméga att anvanda mate-
matik i olika sammanhang samt ge utrymme at problemldsning som bade mal
och medel. (Utbildningsdepartementet, 2010, s.87)

For att na det hogsta betyget i matematik i gymnasiet, kravs det att:

Eleven kan formulera, analysera och I6sa matematiska problem av komplex
karaktér. Dessa problem inkluderar flera begrepp och kréver avancerade tolk-
ningar. ... I arbetet gor eleven om realistiska problemsituationer till matema-
tiska formuleringar genom att vélja, tillampa och anpassa matematiska model-
ler. Eleven kan utvardera med nyanserade omddmen resultatets rimlighet samt
valda modeller, strategier, metoder och alternativ till dem. (Utbildningsdepar-
tementet, 2010, s.106)
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Sammanfattningsvis kan jag konstatera att trots att problemldsning enligt
laroplanen ar en viktig del av skoldmnet matematik, sd uppvisar svenska
elever stora brister i maluppfyllelse nar det galler just problemlosning. Val
och anpassning av matematiska modeller och metoder i samband med pro-
blemldsning ar viktiga kompetenser i elevens stravan att uppna det hogsta
betyget i &mnet. Foljaktligen forefaller det vara meningsfullt att studera den
matematiska formagans sammansattning i samband med elevers problemlds-
ning.

Studiens syfte

Min ambition ar att undersdka sammanséattningen av och dynamiken mellan
matematiska formagor ur foljande tva perspektiv:

e P4 vilket satt interagerar matematiska formagor vid problemldsning
av for eleven nya matematiska problem?

e P4 vilket sétt anvands det matematiska minnet vid problemldsning
av for eleven nya matematiska problem?

Under mina observationer kommer jag att vara uppmarksam dels pa om det
finns nagra matematiska formagor som samverkar mer patagligt an andra
och dels pa vilka konsekvenser deras samverkan kan téankas ha pa problem-
I6sningsprocessen. Jag kommer ocksa att underséka om och pa vilket sétt det
matematiska minnet interagerar med elevers formaga att insamla matematisk
information.
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Teoretiska perspektiv och vagval for studien

I det har avsnittet kommer jag att presentera de teoretiska perspektiv som har
paverkat studiens utformning. Avsnittens sammanstallning har foljande
struktur: forst presenterar jag de teoretiska perspektiv som hor till respektive
forskningsomrade och sedan beskriver jag implikationerna som de nyligen
presenterade teorierna har for studien.

Inledningsvis kommer jag att presentera hur begdvning och formagor be-
skrivs i forskningslitteraturen; jag kommer att ge en historisk dverblick éver
begreppens utveckling och kommer dven att redovisa olika modeller for
identifiering av begavning och formagor. Darefter kommer jag att presentera
en oversikt av forskning som behandlar matematisk férmaga och dess kom-
ponenter. Jag kommer dven att argumentera for mitt val av modell for mate-
matisk formaga.

I nastféljande avsnitt beskriver jag hur matematiskt minne uppfattas inom
det matematikdidaktiska forskningsfaltet och pa vilket sétt det matematiska
minnet skiljer sig fran évriga minnesfunktioner, som t.ex. formagan att me-
kaniskt memorera namn och siffror.

Avslutningsvis kommer jag att redogéra for kognitiva och biologiska model-
ler for minneshantering. Det avslutande avsnittets roll ar framfor allt att re-
dovisa forskningsansatser som beskriver det matematiska minnet i perspek-
tiv som ligger utanfor det didaktiska och pedagogiska forskningsféltet. Som
jag namnde inledningsvis, implikationerna som de presenterade teoretiska
perspektiven kan tankas ha for studien kommer att diskuteras i direkt anslut-
ning till respektive teoretiskt perspektiv.

Begavning och formagor

De flesta begrepp som forklarar utomordentliga prestationer harrdr ur var-
dagsspraket och ar intimt forknippade med termerna begavning, formaga
och talang (Ziegler, 2010). For att battre forsta hur dessa termer anvands
inom forskningsfaltet, sa kommer jag inledningsvis att presentera en over-
blick av deras historiska utveckling.

En historisk overblick

De forsta dokumenterade forsoken att forklara utomordentliga prestations-
formagor med nagon sorts medfodd begavning har sina rétter i antikens my-
tologi. | Platons Grekland, i ett forsok att frikoppla begavning fran individen
och dennes utvecklingsbara kunskaper, kallades sérbegavade barn for “him-
melska barn” — pa det sattet poangterade man att begavning var en gava fran
gudarna och inte ménniskans verk (Wistedt, 2005; Ziegler, 2010).
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Den antika uppfattningen om att begavningar och férmagor inte ar forvarva-
de eller personliga egenskaper formedlades nastan oférandrat av kristendo-
men. En beskrivning som tydligt vitthar om det synsattet ar: »vi har olika
gavor allt efter den nad vi har fatt” (Bibeln, 2010, Romarbrevet, kap.12).
Den tidiga kristna uppfattningen andrades forst inom det latinska sprakom-
radet, dar, frdn och med 300-talet, sarskilda formagor kndts till individen och
dennes personlighet. Utvecklingen ség annorlunda ut i det mellan- och nord-
europeiska sprakomradet; i dessa regioner skulle det droja till 1300-talet tills
liknande tankar fick fotfaste. Men efter ytterligare ett par arhundraden, fram-
forallt pa grund av protestantismens landvinningar, utvecklades dven i detta
geografiska omrade uppfattningen att manniskans framgang pa jorden var ett
uttryck for Guds vélsignelse — och i nésta led propagerade man for att ”den
goda géirningen” inte ldngre géillde bara vardagens moraliska aspekter, utan
aven den ekonomiska framgang som man lyckades uppna i livet. Pa det sat-
tet bidrog protestantismen till att knyta sérskilda begavningar och formagor
till individen och rendssansen gjorde sedan den kopplingen &nnu mer inne-
bordsrik med sitt uttalade syfte att nyttja begavningar pa ett, for individ och
samhélle, meningsfullt sétt (Ziegler, 2010).

Och det var ocksa under den tiden som termen talang for forsta gangen an-
vandes i samband med begévning. Ar 1537 blev filosofen Paracelsus forst
med att anvanda uttrycket for att beskriva hur intellektuell formaga och
fallenhet ar nagot som individen kan utnyttja for att uppna personliga mal
(Passow, Monks, & Heller, 1993). Ytterligare viktiga bidrag till det moderna
begavningsbegreppet tillkom under upplysningstiden, pa 1600- och 1700-
talet. En av upplysningens centrala teser var att:

... fornuftet ar i stdnd att upptécka sanningen och fora fram den i ljuset — och
detta inte langre som ett individuellt kopierande och forharligande av en gu-
domlig vérld utan som en individuell konstruktion (Ziegler, 2010, s.13).

Att tanka logiskt, kritiskt och sjalvstandigt upphdjdes till en dygd (Cassirer,
1998) och manga nya begrepp som relateras till férmagor och talang fick nya
innebérder. Men trots att begreppen blev mer vetenskapliga med tiden, fort-
satte, under de nastfoljande arhundradena, forsoken att forklara utomordent-
liga prestationer med irrationella forestallningar (Ziegler, 2010). Under
1900-talet har begavningsbegreppet mer eller mindre sekulariserats och upp-
lysningstidens konstruktivistiska grundtankar har ersatts av modernare be-
grepp som t.ex. intelligens, geni och kreativitet.

Att individens formagor bestams enbart av dennes gener ar en hypotes som
avfardades redan under 1970-talet (Rosca & Zo6rg6, 1973). Forskarna menar
vidare att vara olika formagor utvecklas genom mentala processer och att det
ar nastintill omojligt att prata om formagor som inte ar forknippade med ett
avgransat aktivitetsomrade. Men de understryker att
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... det &r felaktigt att tro att det bara ar individer som uppvisar utomordentliga
resultat inom nagot aktivitetsomrade som besitter formagor (Rosca & Zorgo,
1973, s.14; min dverséttning).

Rosca och Zorgd (1973) differentierar dven fardigheter och férmagor genom
att notera att fardigheter, i takt med deras utveckling och fullandning, blir
mer och mer automatiserade och darmed styrda av forenklade mekanismer,
medan férmagor utvecklas pa det motsatta séttet.

Mot slutet av forra arhundradet har hog begavning borjat betraktas som en
vardefull tillgang i industrilanderna och inom begavningsforskning har man
gjort flera forsok att med hjélp av empiriska metoder faststélla kriterier som
kannetecknar begavade individer. Dessa forsok har emellertid inte lett till
entydiga resultat och begreppen som begavade individer forknippas med
divergerar fortfarande (Ziegler, 2010). En genomgang av forskningslitteratu-
ren visar att dessa begrepp ar ideologiskt och geografiskt differentierade — ett
fenomen som framforallt beror pa att forskarna vill géra om begrepp och
idéer fran vardagsspraket till vetenskapliga termer genom att empiriskt un-
derbygga dem (Bloom & Sosniak, 1985; Monks & Ypenburg, 2009; Ziegler,
2010).

Den vedertagna svenska bendamningen av barn med utomordentliga presta-
tionsformagor ar sarbegavade barn (Persson, 1997). Internationellt stoter vi
ofta pa synonymerna begavning, talang och sarbegavning och forskningslit-
teraturen indikerar ocksa att det ar nastan omgjligt att goéra en godtagbar
distinktion mellan dessa termer (Bloom & Sosniak, 1985; Mdnks & Ypen-
burg, 2009; Ziegler, 2010). Pa senare ar har Ziegler (2010) kompletterat
begavningsbegreppet med formuleringen excellent prestationsformaga for
att pa sa satt understryka individens fortraffliga utvecklingspotential.

Sammanfattningsvis kan vi konstatera att det finns manga begavningsforska-
re som anvander termerna begavning, talang, sarbegavning och excellent
prestationsformaga som synonymer (Csikszentmihalyi & Robinson, 1986;
Monks & Ypenburg, 2009; Ziegler, 2010). En del forskare gor daremot
skillnad mellan formagor och begavning genom att papeka att formagan ar
underordnad begavning (Haensly, Reynolds, & Nash, 1986) och ater andra
tvistar om huruvida det ar férmagor eller begavning som kan likstéllas med
utomordentliga prestationer (Ziegler, 2010).

Begavningsmodeller

Den varierande terminologin inom forskningsféltet kan delvis forklaras med
att man anvander olika modeller for att definiera och identifiera begavning.
Hérnést foljer en kortfattad beskrivning av de mest anvédnda modellerna.
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Fardighetsmodellen

Den aldsta modellen for att identifiera begavning ar fardighetsmodellen som
grundar sig pa psykometriska definitioner. Enligt modellen — som har sina
rotter i slutet av 1800-talet — ar det mojligt att faststalla mentala formagor i
tidig alder och dessa férmagor paverkas endast marginellt under individens
livstid. De mentala férmagorna faststalls med hjalp av intelligenstest som
resulterar i individens intelligenskvot (1Q).

Det forsta intelligenstestet skapades i Frankrike av Binet (1857-1911) och
vidareutvecklades sedan till Stanford-Binet Intelligence Scales, som blev ett
av de mest anvanda psykometriska testerna. Hoga resultat pa Stanford-Binet
testet har traditionellt anvants som direkta indikatorer for sarbegavning (Ju-
ter & Sriraman, 2011). En av pionjarerna bakom testet var Terman (1877-
1956) som tva ar fore sin dod medgav att hans studie (som vid den tiden
hade pagatt i dver 30 ar) entydigt visade att hog intelligens i tidig alder inte
ar en tillrackligt bra indikator for kommande prestationer. De hdgpresterande
individerna var inte bara mycket intelligenta (med en 1Q 6ver 135) de var
aven hogt motiverade och deras omgivning hade ocksa en positiv inverkan
pa dem (Monks & Ypenburg, 2009).

Fran att ha varit allmant accepterad under storre delen av 1900-talet, sa har
fardighetsmodellen fatt utsta hard kritik mot arhundradets slut. Ett av pro-
blemen beror naturligtvis pa att testerna inte kan beskriva en absolut intelli-
gens eftersom testresultaten visar individens relativa 1Q i forhallande till
jamforelsegruppen. En annan del av kritiken handlar om att modellen uteslu-
ter icke-intellektuella faktorer och saknar koppling till individens sociala
miljo (Monks & Ypenburg, 2009).

Ytterligare kritik har sin grund i att man observerat uppenbara svangningar i
IQ mellan 6 och 18 ars alder, vilket strider mot uppfattningen att 1Q skulle
vara stabil under hela livet (Weinert, 1998). Ett annat bekymmer &r att den
socioekonomiska bakgrunden har visat sig vara minst lika viktig infor fram-
tida topprestationer som 1Q &r. Redan i Termans studie observerades att de
sarbegavade visserligen var friskare och i genomsnitt langre an resten av
befolkningen men de var precis lika framgangsrika som ett slumpmassigt
urval individer med samma socioekonomiska bakgrund (Ziegler, 2010).
Dessutom har det visat sig att dven inlarning paverkar 1Q och att den paver-
kan inte endast ar begransad till tidiga aldrar (Helmke & Weinert, 1997).
Ziegler (2010) papekar att dven valet av utbildning paverkar 1Q. Nar elever
med samma intelligenskvot valde olika utbildningar, sa visade det sig att de
elever som valde teoretisk gymnasieutbildning hojde sin 1Q med i genom-
snitt 11 podng j&mfort med de elever som valde yrkesskola.

Med tanke pa den langa raden av problem och dilemman, sa &r det inte 6ver-
raskande att flera begavningsforskare uttalar sig i negativa ordalag nar det
géller intelligenskvot och 1Q-tester. Monks papekar bl.a. att ”varje gdng som
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begévning reduceras till IQ fjarmar man sig fran verkligheten” (M0Onks &
Ypenburg, 2009, s.37).

Men trots att det kan uppfattas som en paradox, nér det galler att identifiera
begavning, sa det &r fortfarande problematiskt att hitta ett valgrundat alterna-
tiv till 1Q-tester:

... hur frestande det @n kan kénnas att ersétta det synnerligen foga anviandbara
IQ med prestationer, &r det vetenskapligt meningslost (Ziegler, 2010, s.39).

Flerfaktorsmodeller

Flerfaktorsmodeller ar motpoler till den monokausala fardighetsmodellen
och har utvecklats — med hjélp av empiri som har sin utgangspunkt i fardig-
hetsmodellens brister — genom att studera individer som har uppvisat utom-
ordentliga prestationer. Om man betraktar psykisk utveckling som en livs-
lang och dynamisk process, sa blir interaktionen mellan individuella anlag
och social miljo avgérande for individens beteende- och handlingsmotiv
(Mdnks & Ypenburg, 2009). Enligt den uppfattningen kan inte resultatet av
ett 1Q-test ensamt forutsaga individens kommande prestationer. Flerfaktors-
modellerna skiljer darfér mellan anlag (potential och formagor som indivi-
den besitter) och forverkligade anlag (den delen av potential och formagor
som omsatts i prestationer) (Ménks & Ypenburg, 2009).

En av de oftast anvéanda flerfaktorsmodellerna &r den triadiska interdepens-
modellen (M6nks & Ypenburg, 2009). Enligt modellen — som ar en sociokul-
turell konstruktion — ar sdarbegavning och tillnérande férmagor en potential
for utomordentliga prestationer. Den potentialen omfattar minst tre person-
lighetsdrag: hoga intellektuella formagor, kreativitet och motivation. Men
modellen poédngterar ocksa att det behdvs bade hdg social kompetens och ett
vélvilligt samspel mellan skola, familj och véanner for att individen till fullo
ska kunna forverkliga sina anlag. Monks hojer ett varningens finger infor
den Gverraskande hoga andelen sdrbegavade barn som underpresterar, ge-
nom att noggrant forklara att deras misslyckanden inte beror pa intellektuella
faktorer (Monks & Ypenburg, 2009). En stor del av kritiken mot den triadis-
ka interdepensmodellen grundar sig i faktumet att modellen &nnu inte har
provats empiriskt. Ett annat problem &r att kreativitet, som ar en av model-
lens grundstenar, varken kan bedomas eller definieras pa ett entydigt satt
(Tannenbaum, 1986; T6th, 2000; Ziegler, 2010).

En annan postmodern flerfaktorsmodell &r aktiotop-modellen, som tillagnar
stor betydelse at miljobetingelser genom att framhava att individen endast
kan “uppna excellent prestationsformaga om en mangfald av komponenter
pa ett sinnrikt satt griper in i varandra™ (Ziegler, 2010, s.61).

Aktiotop-modellen grundar sig i en definition av sarbegavning enligt delfi-
metoden, som baseras pa expertutlatanden om hur ett barn sannolikt kommer
att klara sina studier samt vilka prestationer man kan forvanta sig av den
blivande vuxna individen (Ziegler, 2010). Modellen &r resultatet av observa-
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tioner av individer som har uppnatt excellent prestationsférmaga inom nagot
av en rad undersckta omraden, daribland matematik, fysik, musik, litteratur
och idrott. Ziegler (2010) poangterar att véagen till excellent prestationsfor-
maga ar lang och modosam och att inlarningen maste pagéa under minst tio ar
eller minst 10 000 timmar. Vidare uppméarksammar han vikten av tidig debut
och betonar att inlarningen efter en viss alder maste skifta fokus fran den
lekfulla upplevelsen till en mera mélinriktad process, eftersom prestations-
formagan inte starks av den formen av lustfyllda sysselséttning dar man
glémmer sig sjalv i en s.k. flow (Csikszentmihalyi, 1990; Ziegler, 2010).

I sin analys foreslar Ziegler att man bor anvanda prestationer som prognosti-
serande verktyg istéllet for 1Q-tester: ”Den bésta prediktorn fOr prestationer
ar tidigare prestationer” (Ziegler, 2010, s.38). Centralt for aktiotop-modellen
ar alltsa aktivitet och handlingar. | det perspektivet ses excellent prestations-
formaga som resultatet av individens utékade handlingsrepertoar.

Pa vilket satt utvecklas formagor till expertis?

En studie vars slutsatser till stora delar ar i samklang med aktiotop-modellen
presenterades 1985 i Chicago (Bloom & Sosniak, 1985). Forskarlaget hade
vid det tillfallet under fyra ar foljt och intervjuat 120 experter, dvs. individer
som har uppnatt excellent prestationsformaga. Under studien har man &ven
undersokt omgivningens betydelse fér experternas utveckling.

Trots att individerna med excellent prestationsformaga horde hemma i skilda
amnesomraden — musik, matematik, tennis, simning, medicin och bildhug-
garkonst — sa har man anda kunnat identifiera nagra gemensamma fram-
gangsfaktorer. Oavsett vilket omrade expertisen horde till, sa har inlarnings-
fasernas hantering, hemmiljons positiva inverkan och det livslanga larandet
varit centrala komponenter i dess progression. Utan att exakt bestdmma de
olika fasernas langd, sa avgransades féljande tre inlarningsfaser: de tidiga
aren (early years), mellanaren (middle years) och de senare aren (later ye-
ars). Forskarlaget aven lyfter fram en sérskild formaga som hjélpte begav-
ningarna att lyckas val under de mddosamma mellanaren, namligen *the
ability to learn rapidly and well” (Bloom & Sosniak, 1985, s.545).

Det intressanta i sammanhanget ar att den expertgrupp dar man hade svarast
att identifiera och sérskilja inlarningsfaserna bestod av matematiker. Pro-
blemet berodde pa att endast en liten del av matematikernas formagor kunde
observeras; forskarlaget har upprepade ganger vittnat om svarigheten i att
iaktta problemlésande matematiker, eftersom néstan all aktivitet pagick i
deras hjarnor. Och framforallt i matematikernas fall noterades att mer av
samma sak inte leder till expertis — det som ar avgorande ar kvalitén pa det
som individen lar sig och pa instruktionerna som den far (Bloom & Sosniak,
1985).

Nar det galler livslanga larandets betydelse, sa har man uppmarksammat
faktumet att ingen av experterna har uppnatt utomordentliga prestationer pa
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egen hand, bade familjen och lararna hade avgoérande betydelse i deras ut-
veckling. Experternas utveckling hade praglats av hart och malmedvetet
arbete som har pagatt i minst tio ar (Bloom & Sosniak, 1985) — ndgot som
mer an 20 ar senare bekraftades dven av Zieglers (2010) observationer. Men
i motsatts till aktiotop-modellen — som gor géllande att den bésta prediktorn
for senare prestationer ar tidigare prestationer — sa papekar Bloom att det
ytterst sdllan hande att de mest talangfulla barnen blev experter i vuxen al-
der, eftersom det var hogst 10 procent av experterna som kunde uppvisa
sarskilda formagor redan vid elva-tolv ars alder (Bloom & Sosniak, 1985).

Implikationer for studien

Oversikten visar att begavning och formagor paverkas av bade arv och miljo,
men Oversikten visar framforallt att formagor ar utvecklingsbara (Bloom &
Sosniak, 1985). Det forefaller ocksa vara tydligt att varken psykometriska
tester eller tidiga prestationer ar tillrackligt bra prediktorer for framtida pre-
stationer. Foljaktligen kommer jag inte att anvanda nagon av de i dversikten
behandlade begavningsmodellerna for att identifiera matematiska férmagor
hos de elever som kommer att inga i denna studie.

Nar det galler utvecklingen av de férmagor som leder till goda matematiska
prestationer, sa ar det kvalitén pa det som eleven lar sig samt pa instruktio-
nerna som eleven far, som ar avgorande faktorer i processen (Bloom & Sos-
niak, 1985; Ziegler, 2010). Foljaktligen verkar det vara rimligt att anta att
om man kan kartlagga interaktionen mellan de férmagor som ar matematis-
ka, sa bor man med hjélp av undervisning kunna utveckla dem.

Matematisk formaga

Matematik

Att definiera matematiken pa ett tillfredstallande eller enhetligt satt &r en
nastintill oméjlig uppgift. Matematiken ar en mansklig tankekonstruktion
med en flertusenarig historia och har utvecklats saval ur praktiska behov som
ur naturlig nyfikenhet. Den &r en del av den ménskliga kulturen och har i den
rollen ofta jamforts med musiken. Men matematiken &r framforallt en ab-
strakt vetenskap for problemlésning och metodutveckling som hédmtar sina
problem fran omvarlden eller manniskans eget tankande (Kiselman & Mou-
witz, 2008).

Eftersom en matematisk teori alltid géller under angivna forutsattningar, kan
den principiellt inte utsiga nagot om den fysiska verkligheten (Kiselman &
Mouwitz, 2008). Trots det har matematiken under de senaste arhundradena
varit ett av naturvetenskapens framsta verktyg och &r &ven idag ett viktigt
arbetsredskap inom ekonomi och samhéllsvetenskap. Matematikens roll i
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den internationella kulturen forutsatter en formaga att kunna kommunicera
med hjalp av matematiska symboler och andra representationsformer.

Modellen for hur man argumenterar inom matematiken kan sparas till anti-
ken. Amnets axiomatiska uppbyggnad medfér att den matematiska argumen-
tationen skiljer sig fran sattet man argumenterar i vardagen eller i andra ve-
tenskaper. Till exempel &ar ett matematiskt bevis en logiskt fullstandig argu-
mentation som inte lamnar nagra luckor och inte kan motsagas; tyngdlagen
daremot har faststéllts efter iakttagelser och empiriska underskningar, men
har inte bevisats och kan aldrig bevisas pa samma sétt som man bevisar sat-
ser inom matematiken.

Matematiken strukturerar, axiomatiserar, harleder, bevisar och introducerar
nya begrepp med ett sprakbruk som staller hoga krav pa anvandaren. | takt
med amnets kvalitativa fordjupning, okar aven kravet pa att begreppen defi-
nieras med storre precision — samtidigt maste anvandaren uppleva friheten
att kunna generalisera sina iakttagna monster. Det namnda forhallningssatet
formuleras av Tengstrand (2008):

Nar granserna vidgas blir det nddvandigt att strikt halla sig inom den ram som
anges av definitionerna. Utan fantasi blir matematiken trékig och onjutbar,
men utan stringens blir det endast 16s spekulation (Tengstrand, 2008, s.296).

Likval ar matematiken, med sitt ansprak pa abstraktion och exakthet, en
outsinlig kalla for de samband och regler som utgor dess byggstenar — folj-
aktligen kan dven begrénsade forkunskaper inom amnet leda till en menings-
full intellektuell aktivitet (Gyarmathy, 2002).

Matematisk formaga — forklaringsmodeller

Maénniskan fodds inte med fardiga matematiska formagor, men en aktiv kon-
takt med amnet kan, under gynnsamma forhallanden, leda till att man ut-
vecklar en strukturerad och sammansatt matematisk formaga (Krutetskii,
1976; Rosca & Zorgd, 1973). | diskussionen om den matematiska formagan
bor vi paminna oss att matematiken inte ar ett amne som kan avgransas pa
ett klassiskt satt med tillrdckliga och nddvéndiga komponenter, och det finns
ingen enhetlig terminologi for de formagor som vi bendmner som matema-
tiska (Csikos & Dobi, 2001). Féljaktligen ar det inte heller méjligt att defini-
era ett strukturerat system for matematisk tankande dar de ingdende enheter-
na ar nodvandiga och tillrackliga for att forsta systemet (Sternberg, 1998).

Men icke desto mindre har avgrénsningen och kartlaggningen av de matema-
tiska formagorna varit en uppgift som lange har sysselsatt bade matematiker
och psykologer. En historisk tillbakablick visar att psykologen Thorndike
redan i borjan av 1900-talet hade forsokt definiera de matematiska forma-
gorna, men hans anstrangningar var inte lyckade (Krutetskii, 1976). Det
huvudsakliga problemet med Thorndikes arbete var att han, i enlighet med
den radande tidsperiodens anda, som dominerades av psykometriska tester,
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sdg matematiska formagor — i likhet med 6vriga formagor — som medfodda
och endast i liten utstrackning utvecklingsbara under individens livstid. Vi-
dare ansag han att vissa elever kommer att lyckas val i amnet medan andra
elever kommer att misslyckas oavsett kvalitén pa undervisningen. Kartlagg-
ningen av de matematiska formagorna fortsatte sedan — framforallt i USA
och vastvarlden — under forsta halvan av 1900-talet med hjalp av fardig-
hetsmodellen.

Innan jag ifragasatter fardighetsmodellens lamplighet som instrument i stré-
van att identifiera matematiska formagor, bor det papekas att matematisk
begavning &r generellt betraktad som en stark indikator for allman intelligens
(Juter & Sriraman, 2011). For att lattare forsta den anknytningen, kan vi
notera att historiskt sett bygger alla 1Q-tester pa uppgifter vars l6sning forut-
satter goda matematiska formagor. Till exempel innehaller Stanford-Binet
testet — ett av de mest anvanda 1Q-testerna genom historien — uppgifter som
mater raknekunskaper, sifferminne, formagan att identifiera talfoljder och
analys av ritningar som representerar tva och tredimensionella figurer (Juter
& Sriraman, 2011). Men trots 1Q-testernas tydliga matematiska grunder, sa
har man under 1990-talet — samtidigt som intelligenskvotens roll som pre-
diktor borjat ifragasattas — borjat ifragasatta kopplingen mellan matematisk
begavning och intelligens. Som ett led i den trenden visade Helmke och
Weinert (1997) att under de forsta fyra skolaren ar tidiga matematikpresta-
tioner en battre prediktor for senare matematikprestationer an vad 1Q ér.
Studien visade ocksa att 1Q:s prognoseffekt for matematikprestationer sjun-
ker med nastan 50 procent efter de forsta fyra skolaren. De svaga sambanden
mellan intelligens och matematiska formagor bekraftas dven i studier som
observerade aldre elever; varken Furneaux och Rees (1978) eller Vincze
(2003) kunde pavisa stark korrelation eller kausalitet mellan intelligens och
matematiska férmagor.

Sammanfattningsvis kan man konstatera att trots att 1Q-tester ofta premierar
individer med goda matematiska formagor, sa verkar det inte finnas tillrack-
ligt starka samband mellan 1Q och matematiska prestationer. Att 1Q-tester
indikerar ett visst samband mellan 1Q och matematisk férmaga beror for-
modligen pa att testerna innehaller manga matematikrelaterade testfragor.

Foljaktligen forefaller det relevant att stélla fragan om det finns ndgon metod
som gor det mojligt att kartlagga strukturen av den matematiska formagan.
Och svaret pa den fragan ar att det mest effektiva sattet att ta reda pa vad
som ligger bakom den matematiska formagan ar att analysera matematiska
problem och individers olika sétt att 16sa dem (Krutetskii, 1976; Vincze &
Marton, 2004). Analysen av ett givet problem, oavsett vilket matematiskt
omréade det hor till, leder till att man kan harleda strukturen av det matema-
tiska tdnkandet som behdvs for att 16sa problemet — och den som soker sva-
ret pa matematikens gata i problemldsningen ar inte langt ifran sanningen
(Halmos, 1981; Polya, 1957).
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Den beskrivning av matematisk formaga som jag kommer att anvanda som
grund till denna studie hamtar jag fran den ryske psykologen V. A. Krutets-
kii som i en longitudinell studie (1955-1966) studerade elevers matematiska
formagor (Krutetskii, 1976). Wistedt (2006) papekar att Krutetskii

... beskriver matematisk forméaga som en dynamisk och féranderlig potential
som vi utvecklar i en matematisk verksamhet dar brist i viss formaga kan
kompenseras av styrka i andra formagor inom vida granser (Wistedt & Lager-
gren, 2006).

Enligt Krutetskii ar alltsa matematisk formaga ett komplext och dynamiskt
begrepp med flera komponenter som utvecklas inom matematiska aktiviteter.
Krutetskii kritiserar i sin studie psykometriska testmetoder — som i den tids-
perioden var de mest anvanda metoderna — genom att papeka att formagor
endast delvis &r medfddda; han valjer att definiera arvet som en benagenhet
att utveckla en viss kategori formagor. Den sistnamnda distinktionen innebar
till exempel att individens matematiska formagor endast existerar i samband
med matematiska aktiviteter, men det betyder ocksa att den matematiska
formagan aven skapas och utvecklas genom matematisk aktivitet (Krutetskii,
1976).

| Krutetskiis studie ingick ungefar 200 elever mellan 6 och 17 ars alder. Ele-
verna observerades och intervjuades i samband med att de 16ste matematiska
problem av skiftande karaktdr och svarighetsgrad. Forskarna anvande 26
olika problemserier med respektive 8-10 problem, dar varje serie var kon-
struerad med syftet att synliggora olika komponenter av den komplexa ma-
tematiska formagan. Till exempel var syftet med serie nr.13 att eleverna
genom problemldsningen ska kunna visa prov pa formagor som: flexibilitet i
tdnkandet samt en strdvan efter klarhet och elegans i Idsningar. (ibid, s.135-
136). Pa liknande satt skulle till exempel serie nr.19 klarlagga elevernas
formaga till logiskt tankande, formagan att minnas matematisk information
och férmagan att forenkla och forkorta resonemanget under problemldsning-
en (ibid, s.148). Analysen av elevernas problemldsning och yttranden i sam-
band med intervjuer ledde till att forskarlaget efter tolv ars studier kunde
presentera den matematiska formagans struktur. De komponenter av elevers
matematiska formaga som Krutetskii har identifierat ar:

A. Formagan att insamla och formalisera matematisk information

o t.ex. formagan att upptacka den formella strukturen i ett matema-
tiskt problem.

B. Formagan att bearbeta matematisk information

o tex. formagan att tanka logiskt inom omraden som representeras
av kvantitativa och spatiala samband samt numeriska och algebra-
iska symboler,

o formagan att tdnka och uttrycka sig med hjalp av matematiska
symboler,
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o formagan att effektivt kunna generalisera samband, raknemetoder
och egenskaper hos matematiska objekt,

o formagan att forkorta matematiska resonemang och tillhérande be-
rékningar,

o flexibilitet i tinkandet samt en stravan efter klarhet, enkelhet, ele-
gans och rationalitet i 16sningar.

C. Formagan att minnas matematisk information

o s.k. matematiskt minne, dvs. ett generaliserat minne fér matema-
tiska samband, typiska egenskaper, problemldsningsmetoder samt
mentala strukturer fér argumentation och bevisféring.

D. Ovanstaende férmagor resulterar i en allman och sammansatt for-
maga, som manifesteras i ett matematiskt sinnelag.

(ibid, 5.350-351, min 6versattning)

Forskarlaget noterade att elever med sarskild fallenhet for matematik har
ovan listade férmagor mer eller mindre vélutvecklade och det &r det dyna-
miska samspelet mellan férmagorna — dar mindre valutvecklade férmagor
kan kompenseras av valutvecklade formagor — som dessa elever anvander i
problemldsningsprocessen. | sammanhanget ar det viktigt att notera att den
sistnamnda komponenten, dvs. den allméanna formagan, inte kan avgransas
pa samma satt som ovriga formagor. | det fallet handlar det om elever som
matematiserar vérlden och tolkar omgivningen med hjélp av logik, siffror
och matematiska begrepp. Om en elev med ett vélutvecklat matematiskt
sinnelag till exempel &r intresserad av astronomi, sa konstruerar eleven tabel-
ler som innehaller berakningar med manfaser, rotationstider och avstand
mellan planeter; om eleven ar intresserad av geografi, s kommer tabellerna,
diagrammen och statistiken innehalla befolkningstathet, bergshojd, floders
langd och annan kvantifierbar data (ibid, s.303). Noteras bor ocksa att den
allmanna férmagan var nastintill omgjlig att observera under problemlos-
ningsprocessen, det var framforallt genom intervjuer och informella samtal
med elever samt deras fordldrar som den formagan kunde identifieras av
Krutetskiis forskarlag.

Krutetskii drar paralleller mellan formagan att insamla och formalisera ma-
tematisk information och det matematiska minnet genom att poangtera att pa
samma satt som formagan att insamla information &r generaliserad, forkortad
och flexibel, sa ar det matematiska minnet ett minne for generaliserade, for-
kortade och flexibla metoder och processer (ibid, s.352). Man kan &ven ut-
trycka det som att elever med fallenhet for &mnet kommer ihdg problemtyp,
problemets karaktdr och lésningsmetod, men kan inte minnas siffror och
annan kontextuell information som var anknuten till det ursprungliga pro-
blemet. Eftersom matematiskt minne intar en centrall roll i denna studie, s&
kommer jag att 4gna nasta avsnitt till att diskutera begreppet mer ingaende.
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Det bor ocksa papekas att, trots att de huvudsakliga resultaten fran Krutetski-
is studie leder till en identifieringsmodell fér matematiska begavningar, sa ar
Krutetskii tydlig med att inte gora en distinktion mellan hdgpresterande ele-
ver (elever som har hoga betyg i matematik) och elever med sarskild forma-
ga och fallenhet for &mnet. Han uttrycker detta enligt foljande:

Thus, we believe that the question whether abilities for learning mathematics
can be regarded as a manifestation of mathematical ability in the proper sense
of the word should be answered affirmatively (ibid, s.69).

Krutetskii listar dven andra formagor som traditionellt uppfattas som mate-
matiska — och ar forvisso vérdefulla i de sammanhangen — men som inte
nodvandigtvis ingar i den sammansatta matematiska férmagan. Dessa for-
magor, som ofta forknippas med matematiska aktiviteter, men som enligt
Krutetskii (1976) inte inverkar pa elevers matematiska formagor, ar: snabb-
het i tanke (det individuella tempot &r inte avgdrande for problemlésnings-
processen), snabbhet och exakthet i berékningar, minne for symboler, form-
ler och tal, formagan att kunna hantera rumsliga begrepp och férmagan att
visualisera abstrakta matematiska samband (ibid, s.351). | samband med
den presenterade listan poangteras att detta endast galler skolelever och att
man efter den genomférda studien inte kan uttala sig om vuxna matematikers
bristande férmagor.

Studien differentierar aven tre olika typer av matematiskt begavade elever:

e den analytiska typen, som karakteriseras av abstrakta tankestruktu-
rer, en valutvecklat verbal-logiskt uttryckssétt och mindre vélutveck-
lad formaga att visualisera amnet,

e den geometriska typen, som garna visualiserar &mnet och ar sdmre
pa att utrycka sig med ett verbal-logiskt uttryckssatt och

e den harmoniska typen, som ar en kombination av de tva ovanstaende
typerna

(ibid, s.327-329, min Qverséttning).

Med studiens resultat i minnet kan man naturligtvis fraga sig hur pass accep-
terat Krutetskiis synsétt &r i forskningsfaltet som studerar matematiska for-
magor. Svaret pa den fragan ar att, i skrivande stund (hosten 2012), didaktis-
ka forskare ar tdmligen Overens om att Krutetskiis modell galler och dr fort-
farande anvéandbar. Den israeliska forskaren Leikin (2012) formulerade detta
pa foljande satt under det avslutande seminariet for ICME 12, dar aktuell
forskning om elever med sarskild fallenhet och férmaga i matematik diskute-
rades:

Vet vi mer idag om matematiska formagor jamfort med vad Krutetskii visste
for nastan 50 &r sedan? Jag tror att vi ar Gverens om att vi inte gor det. (Leikin,
2012; min dversattning).
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| ett forsok att differentiera Leikins forenklade svar pa problematiken, sa bor
det noteras att under bdrjan av 2000-talet har flera intressanta studier genom-
forts med ambitionen att identifiera matematiska formagor och kompetenser.
Bland de viktigaste kan ndmnas Sheffields (2003) studie dar lovande (pro-
missing) elever observerades bl.a. under matematisk problemldsning. De
utmarkande karaktérsdragen hos dessa elever ar:
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Matematiskt sinnelag:

1. Alskar att utforska monster och pussel.

2. Ser matematik och struktur i olika situationer.
3. Kénner igen, skapar och utvidgar monster.

4. Organiserar och kategoriserar information.

5. Har en djup forstaelse for enkla matematiska begrepp, inklusive en
valutvecklad taluppfattning.

Matematisk formalisering och generalisering:

1. Generaliserar strukturen av ett problem, ofta efter endast ett fatal
exempel.

2. Anvander ett, till problemet, anpassat resonemang.

3. Tanker logiskt och symboliskt med hjalp av kvantitativa och rums-
liga samband.

4. Utvecklar bevis och andra évertygande argument.
Matematisk kreativitet:

1. Bearbetar matematisk information flexibelt — vaxlar fran berakning-
ar till visuella och grafiska representationer.

2. Vander pa tankegangar — kan vaxla fran direkta till omvanda an-
greppssatt.

3. Har genuina metoder for probleml6sning — loser problem pa sitt
eget satt, med hjalp av ovanliga metoder.

4. Stravar efter matematisk elegans och tydlighet i sitt resonemang.
Matematisk nyfikenhet och uthallighet:

1. Ar nyfiken pd matematiska samband och relationer — undrar "var-
for" och "tank om".

2. Har energi och uthallighet vid 16sning av svara problem.

3. Soker bortom problemets ytliga drag och fortsétter att utforska &ven
efter att det ursprungliga problemet &r l6st.

(ibid, s.3-4, min dverséttning)



Det ar relativt enkelt att se de manga och viktiga likheterna mellan Sheffi-
elds och Krutetskiis empiriskt framtagna modeller, vilket bekréftar antagan-
det att Krutetskiis modell &r anvandbar i det mddosamma arbetet som &r
forknippat med kartlaggningen av den matematiska formagan. Vidare under-
stryker Sheffield — i likhet med Krutetskii — att snabbhet och noggrannhet
vid berdkningar, minne for exakta formler och fakta samt rumslig begdvning
inte ar nodvandiga komponenter bland dessa elevers karaktarsdrag (Sheffi-
eld, 2003, s.4).

I en nyligen publicerad forskningsoversikt Gver matematisk begavning och
kreativitet konstaterar Juter och Sriraman (2011) att — nar det galler den ma-
tematiska formagans struktur— har aven kognitiva studier kommit fram till
liknande resultat som Krutetskii. De namner, i sin tur, foljande formagor
som komponenter i den sammansatta matematiska formagan: (1) formagan
att abstrahera, generalisera och urskilja matematiska strukturer, (2) infor-
mationsbearbetning, (3) logiskt tankande och slutledningsformaga, (4) ana-
logt och heuristiskt tdnkande, (5) flexibilitet och reversibilitet i matematiska
berakningar, (6) intuitiv kansla for matematiska bevis, (7) férmagan att pa
egen hand upptacka matematiska regler, (8) att kunna ta beslut vid problem-
I6sning, (9) formagan att visualisera problem och relationer och (10) kunna
gora skillnad mellan teoretiska och empiriska principer (Juter & Sriraman,
2011, 5.49-50).

Noteras bor ocksa att relativt nyligen har tva svenska studier publicerats
inom omradet (Dahl, 2011; Pettersson, 2011); bada forskarna utgick fran
Krutetskiis (1976) modell for matematiska formagor och visar att modellen
kan anvandas framgangsrikt i vetenskapliga undersokningar. Petterson
(2011) undersokte mojligheten att identifiera elever med sérskilda matema-
tiska formagor och studiesituationen for dessa elever medan Dahl (2011)
undersokte vilka matematiska formagor elever visar prov pa under problem-
10sning.

Sammanfattningsvis kan man konstatera att det verkar rada samstammighet
inom forskningsomradet att Krutetskiis modell &r anvandbar och har hdg
validitet (Gyarmathy, 2002; Juter & Sriraman, 2011; Vincze, 2003; Vincze
& Marton, 2004) och féljaktligen kan modellen utgdra en meningsfull grund
for mina studier.

Slutligen vill jag namna ett projekt, som har haft stor inverkan pa utform-
ningen av den, i skrivande stund (hdsten 2012), géllande svenska &mnespla-
nen i matematik: ett danskt projekt som presenterade en samling kompeten-
ser som kan forknippas med skolans matematiska aktiviteter (Niss & Hoj-
gaard-Jensen, 2002). Forskarlaget, som leddes av Niss, kom fram till att atta
olika kompetenser behdvs for att kunna prestera vél inom skolmatematiken:
tankegangskompetens, problembehandlingskompetens, symbol- och forma-
lismkompetens, kommunikationskompetens, modelleringskompetens, reso-
nemangskompetens, representationskompetens och hjalpmedelskompetens. |
sammanhanget &r det viktigt att uppmérksamma att det danska projektet
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resulterade i en beskrivning av matematiska kompetenser som inte riktigt
kan likstallas med matematiska formagor.

Niss beskrivning av matematiska kompetenser har tjanat som grund till den
nyligen genomférda dmnesplansreformen i matematik i den svenska gymna-
sieskolan (Skolverket, 2011c). | den svenska &mnesplanen har Niss kompe-
tenser lett till foljande formuleringar om matematiska formagor i en malstyrd
skola:

Undervisningen i amnet matematik ska ge eleverna forutsattningar att utveck-
la formaga att:

e anvidnda och beskriva innebdrden av matematiska begrepp samt
samband mellan begreppen.

e hantera procedurer och l6sa uppgifter av standardkaraktér utan och
med verktyg.

o formulera, analysera och lésa matematiska problem samt vérdera
valda strategier, metoder och resultat.

e tolka en realistisk situation och utforma en matematisk modell
samt anvanda och utvardera en modells egenskaper och begréans-
ningar.

o fblja, fora och beddma matematiska resonemang.

e kommunicera matematiska tankegangar muntligt, skriftligt och i
handling.

o relatera matematiken till dess betydelse och anvéndning inom
andra amnen, i ett yrkesmassigt, samhalleligt och historiskt sam-
manhang.

(Utbildningsdepartementet, 2010, s.87-88)

I samma text namns det ocksa att “undervisningen ska stiirka elevernas tilltro
till sin formaga att anvdnda matematik i olika sammanhang” (Utbildningsde-
partementet, 2010, s.87-88). Med hjalp ovanstaende exemplifieringar kan vi
konstatera att begreppet formaga i den svenska amnesplanen ar néra relate-
rad till begreppet kompetens enligt Niss (2002). Foljaktligen kan inte de
kompetenser som i amnesplanen (2011) benamns férmagor” utgora en lika
entydig grund for mina studier som Krutetskiis (1976) definition av matema-
tiska formagor. Resonemanget far tjana som ytterligare ett argument till att
jag i denna studie véljer att understka matematiska formagor enligt Krutets-
kiis definitioner.

Implikationer for studien

Oversikten visar att matematiska formagor — i likhet med 6vriga méanskliga
formagor — endast delvis ar medfodda, men den visar framforallt att dessa
formagor &r utvecklingsbara. | den bemarkelsen kan inte psykometriska tes-
ter tjana som metod for att identifiera matematiska formagor. Men inte heller
tidiga matematikprestationer &r tillrackligt bra indikatorer for senare mate-
matiska prestationer. Det leder till att jag varken kommer att anvanda
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psykometriska tester eller understka tidigare matematikprestationer hos
eleverna som deltar i denna studie.

Oversikten visar ocksd att Krutetskiis definition av matematisk férméga
konstituerar en sammansatt och foranderlig struktur av flera formagor som
interagerar och utvecklas inom en matematisk verksamhet. Studier som un-
dersoker strukturen bakom den matematiska formagan anvéander problem-
I6sning som matematisk aktivitet under observationerna. Detta leder till att
jag kommer att anvénda problemlésning som matematisk aktivitet — foljakt-
ligen kommer jag att observera elever i samband med problemldsningspro-
cessen. | sammanhanget blev det ocksa tydligt att den allmanna matematiska
formagan, som bl.a. manifesteras i ett matematiskt sinnelag, inte kan obser-
veras och avgrénsas under problemlésningsprocessen — darfor véljer jag att
inte undersoka den allméanna matematiska formagans forekomst.

Krutetskiis studier visar att det finns en komponent i den sammansatta ma-
tematiska formagan som har identifierats som matematiskt minne och att den
formagan &r observerbar under problemldsningsprocessen. Vidare kan jag
konstatera att Krutetskiis modell av den matematiska formagan anvands
fortfarande — nastan 50 ar efter sin publicering — framgangsrikt i nya studier
inom omradet (Dahl, 2011; Pettersson, 2011). Min slutsats blir darmed att
modellen kan utgéra en meningsfull grund fér mina studier. Foljaktligen
kommer jag i denna studie huvudsakligen att understka férekomsten av och
interaktionen mellan féljande tre komponenter av den matematiska forma-
gan:

e formagan att insamla och formalisera matematisk information,
e formagan att bearbeta matematisk information och

e formagan att minnas matematisk information.

Matematiskt minne

For att pa ett battre satt klargéra minnets inverkan pa elevers matematiska
aktiviteter, ska jag i detta avsnitt belysa problematiken fran tva olika per-
spektiv: jag kommer dels att redogora for hur det matematiska minnet mani-
festeras i samband med matematiska aktiviteter, dels for hur det matematiska
minnet samspelar med vara biologiska och kognitiva funktioner.

Att observera larares matematikundervisning och elever i klassrumsmiljo &r
bortom syftet med denna studie, men eftersom jag vill undersoka elevers
matematiska formagor i allmanhet och det matematiska minnets roll i syn-
nerhet, tror jag att det kan vara meningsfullt att i sammanhanget namna nag-
ra aspekter av larares uppfattning om minnets roll i samband med matema-
tiska aktiviteter.
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Matematikl&rare har ofta framfort att det & mycket viktigare att behérska
kvalitativ problemldsning &n inldrda och automatiskt utforda procedurer
(Byers & Erlwanger, 1985). Léarare har traditionellt betraktat forstaelse som
motpol till memorering av matematisk information, dér det senare fenomenet
anses likna ett forrad av regler och faktakunskaper som halls ihop av I6sa
samband — foljaktligen uppfattar larare i allmanhet att memorering leder till
att innehallet antigen gloms bort eller blir ihdgkommet pa ett felaktigt satt
(Byers & Erlwanger, 1985).

| en studie fran 2004 (Vincze & Marton, 2004) uppskattade matematiklarare
— som undervisade elever i alla stadier fran grundskola till universitet —
komponenterna i den matematiska formagan enligt féljande rangordning,
den viktigaste formagan kommer forst:

1. intellekt,

2. kreativitet,

3. uthallighet i samband problemlésning,
4. specifika mentala egenskaper och

5. allménna personlighetsdrag.

Det mest intressanta i sammanhanget ar forstas att matematiklarare, enligt
dessa studier, inte anser att minnet ar en nédvandig komponent av den ma-
tematiska formagan. Och i sa fall kan man naturligtvis fraga sig varfér man
bor studera minnesfunktioner i samband med matematiska aktiviteter och pa
vilket satt dessa funktioner kan knytas till larandet.

Ett delsvar pa den fragestéllningen ar att oavsett vilka kognitiva processer
som paverkar och utvecklar den matematiska férmagan, sa ar larandet utan
tvivel en av dem — sjalva ordet matematik kan etymologiskt hérledas till
adjektivet mathematikos “benédgen att ldra” och verbet mathematein “att
lara”. Eftersom ett viktigt resultat av ldrandeprocessen ar kunskap som beva-
ras i minnet och kan anvéandas vid behov, sa har vi god anledning att tro att
minnesfunktionerna paverkar utvecklingen av den matematiska formagan.

Filosofen och kognitionsvetaren Gardenfors (2010) utrycker sambandet mel-
lan minne och larande pa foljde sétt:

Larande och minne ar tva sidor av samma mynt. Utan minne skulle det inte
vara mycket bevant med vart larande. Och omvant, utan larande skulle vi inte
behova nagot minne. Om man skall forsta villkoren for hur manniskan lar sig
blir det darfor viktigt att kanna till hur vart minne fungerar och vad vi kan
gora for att minnas béattre. (Gérdenfors, 2010, 5.46-47)
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Att memorera siffror

For att fa forstaelse for hur minnesfunktioner uppfattas i samband med ma-
tematiska aktiviteter ur ett psykologiskt perspektiv, sa foljer harnast en kort
oversikt av omradet.

Minnets roll har traditionellt behandlats med fokus pa dess kvantitet respek-
tive kvalitet. Forskning som handlar om minnesfunktioner har genomforts
under mer dn 120 ar, men under de forsta 75 aren har studierna nastan ute-
slutande undersokt minnet med anseende pa méangden ihdgkommen informa-
tion, dvs. man sokte kvantitativa matt pa informationen som kunde aterkallas
ur minnet. En milsten och likvél pionjar bland dessa studier, som skapade en
tradition i amnet, 4r Ebbinghaus undersokning fran 1885 om hur ord som
saknar mening (nonsense syllables) lagras i minnet och pa vilket satt den
informationen kan aterskapas (Byers & Erlwanger, 1985). Ebbinghaus upp-
manade studenter att memorera ungefar 50 menigslosa uttryck som t.ex. foh,
kah, pu, osv. Sedan testade han studenterna for att se hur manga av dessa
uttryck de kunde komma ihdg efter bestamda tidsperioder. Resultatet av
studien blev kant som Ebbinghaus glémskekurva och visas i foljande graf.
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Figur 1

Ebbinghaus glémskekurva. P8 den v8gréta axeln visas antalet dagar som har

g8tt och p& den lodréta axeln visas andelen ih8gkomna ord uttryckt i procent.
(Rohracher, 1947, s. 247)

Grafen visar dels att efter nagra timmar var mer an 40 procent av den me-
ningsldsa informationen bortgldmd, dels att andelen information som kunde
aterkallas ur minnet darefter fortsatte att minska i nagot langsammare takt.
Senare undersokningar visade att &ven meningsfull information, som t.ex.
berattelser eller dikter, gldmdes bort enligt en liknande kurva — samtidigt
noterades att andelen memorerad meningsfull information var mycket stérre
an motsvarande andel meningslds information. Efter liknande undersokning-
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ar observerades dessutom att det tar ett ar att glomma en lika stor andel av
innehéllet i en akademisk kurs som andelen meningslos information som
gléms bort efter en dag (Hilgard & Atkinson, 1957).

Studier som presenterades fram till 1960-talet bekraftade den radande all-
manna uppfattningen att inlarning framforallt framjas av upprepning, 6vning
och repetition (Morgan & Deese, 1957). | sammanhanget poangterar Wood-
worth och Schlossberg (1954) aterigen det som studierna var dverens om:
kunskap som man Onskar behalla under en lang tidsperiod bor studeras om
och om igen. Med tanke pa utgangspunkterna for den tidens studier, sa ar det
inte Overraskande att diskussionen om minnets roll i matematiken har, under
flera decennier, till dvervdgande del har handlat om minnets kvantitativa
egenskaper (Byers & Erlwanger, 1985).

Som kontrast till det kvantitativa angreppssattet, bérjade man inom psykolo-
gin redan under 1940-talet att studera minnets roll i matematiken fran nya
infallsvinklar. Fokus flyttades fran de kvantitativa aspekterna av den ihag-
komna informationen till kvalitativa termer, sasom informationens samman-
hang och dess betydelse.

For att exemplifiera detta, vill jag namna Katonas undersokning fran 1940 i
USA, dér individer delades in i tre olika grupper med syftet att memorera
foljande talféljd (Marton, Dahlgren, Svensson, & Siljo, 1999):

581215192226

Den forsta gruppens uppgift var att memorera talen genom att upprepa dem i
grupper innehallande tre siffror, dvs. 581, 215, 192 osv. Den andra gruppen
fick siffrorna presenterade i féljande sammanhang:

De federala utgifterna uppgick forra aret till 5 812 151 922,26 dollar. (Marton
etal., 1999, 5.28)

Den tredje gruppen skulle under en period av 3 minuter upptécka ett sam-
band mellan talen och dérefter memorera talfoljden.

Ett minnestest som genomfordes en kort tid efterat visade att ungefar en
tredjedel av den forsta gruppens deltagare atergav talfoljden pa ett korrekt
sétt. Fyra av fem individer i den andra gruppen mindes att utgifterna 6ver-
steg 5 miljarder 810 miljarder dollar — men det var néstan ingen i den grup-
pen kunde aterge den korrekta talfoljden. Forskarna konstaterade att den
andra gruppens resultat var kvalitativt dverlagset och pa sa satt visade studi-
en att det var lattare att komma ihag siffror som hérde till ett sammanhang
an att memorera siffror genom upprepning.

Den storsta skillnaden mellan grupperna observerades forst efter nagra veck-
or: en fjardedel av personerna i gruppen som sokte samband mellan talen
(den tredje gruppen) kunde fortfarande aterge talféljden pa ett korrekt sétt,
medan ingen i de dvriga tva grupperna klarade det (Marton et al., 1999). En
forklaring till den stora skillnaden &r att nagra av individerna som sokte
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samband mellan talen upptéckte en regel som beskrev talféljden, dvs. det
forsta talet fran vanster adderas med 3, summan adderas med 4 och sedan
Okar summorna véaxelvis med 3 och 4.

5 g 12 15 19 22 26
3 4 3 4 3 4

Foljaktligen kunde dessa personer aterskapa talféljden med hjalp av en enda
regel. Efter fyra veckor kom tre av fem individer i den tredje gruppen ihag
att principen var att addera alternativt 3 och 4, men det var endast en person
som kom ihag att det forsta talet var 5. Exemplet illustrerar den kvalitativa
skillnaden mellan mekanisk memorering av siffror genom gruppering, me-
morering av siffror som har placerats i ett sammanhang och rekonstruktion
av siffror enligt en viss princip (Marton et al., 1999).

Genom att koppla resultaten fran Katonas undersokning till Ebbinghaus-
kurvan papekar Osgood (1953) att det ar mycket enklare att komma ihag en
regel an 12 siffror, dvs. att information som anknyter till en metod och &r
baserad pa forstaelse ar lattare att minnas. Det intressanta ar att Bruner
(1962), som var foresprakare for en mera strukturbaserad inlarning, kunde
notera liknande resultat efter sina studier. Han kom fram till att detaljerade
kunskaper lagras i minnet genom enkla representationer som har ett regene-
rativt syfte, dvs. detaljerad kunskap kan aterskapas med hjalp av representa-
tioner eftersom det finns en relation mellan dem.

Det verkar vara uppenbart att det ar lattare att komma ihdg ett matematiskt
samband som man har forstaelse for an att memorera siffror, trots att siffror
ar ett grundlaggande verktyg inom matematiken. Och Krutetskii (1976) var
ocksa tydlig med att papeka att varken sifferminne eller memorering av algo-
ritmer kan likstéllas med det matematiska minnet.

Matematiskt minne enligt Krutetskii

Hérnést kommer jag att presentera en oversikt av utvecklingen av den kom-
ponent i den komplexa matematiska formagan som Krutetskii (1976) identi-
fierade som matematiskt minne.

En historisk tillbakablick 6ver studierna i &mnet visar att det inledningsvis
fanns tva tydliga forskningsinriktningar. Under forsta halvan av 1900-talet
har man studerat minnesfunktioner i samband med matematikkunskaper i
ljuset av den intuitiva utgangspunkten att kunskap ar liktydigt med forstaelse
— under andra halvan av 1900-talet har man d&remot forsokt att differentiera
de tva begreppen (Byers & Erlwanger, 1985). Den intuitiva utgangspunkten
— att jamstalla kunskap med forstaelse — ledde till att nar man studerade for-
magan att minnas siffror, sa betraktades aven sifferminne som en form av
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forstaelse (Flavell, 1977). Bruner (1973) menade darutover att distinktionen
mellan forstaelse och mekaniskt memorerade kunskaper &r nastintill me-
ningslos, eftersom minnets betydelse &r uppenbar inom varje matematisk
aktivitet. Han papekar ocksa att diskussionen inte bor handla om huruvida
minnet ar viktigt i samband med forstaelse, istallet ska man undersoka vad
som memoreras och hur detta ar ihdgkommet av dem som har en valutveck-
lad matematisk formaga, samt dven av dem som inte har det.

Aven om flera studier féljde den intuitiva utgangspunkten, s& borjade resul-
taten differentieras nar observationer visade att forstaelsen ar beroende av
kunskapens karaktar, dvs. det finns en viss skillnad mellan férmagor som att
kunna generalisera ldsningsmetoder, att anvanda procedurer och att ha kun-
skap om och att minnas siffror (Davis, 1978).

I motsatts till den intuitiva uppfattningen, har flertalet studier som genom-
fordes under 1960-talet visat att det finns betydande kvalitativa skillnader
mellan forstaelse och kunskap, dar forstaelse konsekvent placeras pa en kva-
litativt hogre niva an kunskap. En studie som exemplifierar det resonemanget
presenterades av R. M. Gagné (1970) som beskriver forstaelse som en sam-
ling av intellektuella fardigheter. Han papekar ocksa att man inte kan studera
larandeprocessen utan att samtidigt studera formagan att minnas. | samman-
hanget poangterar han att det finns en kvalitativ skillnad mellan férmagan att
komma ihag en bild, formagan att minnas en beréttelse och formagan att
ateraktualisera intellektuella fardigheter, eftersom avvikelserna mellan de
namnda formagorna aterspeglar skillnader i de tillhérande enheternas orga-
nisation i minnet (Gagné, 1970).

Val medveten om att begreppet forstaelse inte kan tolkas entydigt, differen-
tierar Skemp (1976) begreppets innebord med hjalp av tva olika attribut:
procedurbaserad forstaelse (instrumental understanding) och relationsbase-
rad forstaelse (relational understanding). Med hjalp av uttrycket procedurba-
serad forstaelse beskriver han en sorts forstaelse som ar kopplad till utforan-
det av olika matematiska procedurer som t.ex. anvandning av algoritmer och
hantering av formler vid lésning av ett givet matematiskt problem. Rela-
tionsbaserad forstaelse ar daremot resultatet av en kartlaggning av det mate-
matiska omradet som det givna problemet hor till, dvs. att individen har goda
kunskaper om hur formler och samband relaterar till varandra inom det aktu-
ella omradet. Genom att anvanda analogi i uttryckssattet, menar Skemp ock-
sa att elever bor lara sig matematiken relationsbaserat, eftersom det leder till
en djupare forstaelse och darmed béttre resultat &n den procedurbaserade
inlarningen (Skemp, 1976).

For att ytterligare understryka den positiva effekten av relationsbaserade
kunskaper, kan vi jamfora Ebbinghaus glomskekurva med Krutetskiis (1976)
diagram (figur 2) som beskriver hur elever med sarskild formaga och fallen-
het for &mnet memorerade de olika aspekterna av de l6sta problemen.
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Figur 2

Grafen visar hur elever med sérskild férm8ga och fallenhet fér &mnet kommer
ih8g information knuten till matematiska problem. Den éversta kurvan visar
andelen ih8gkommen generaliserade samband, kurvan som ligger i mitten
visar andelen ih8gkomna konkret information och den streckade kurvan visar
andelen for problemet O&verflédig information efter respektive tidsintervall
(Krutetskii, 1976, s.297).

Diagrammet visar att formagan att komma ihag for problemet 6verflodig
information liknar Ebbinghaus illustration av hur meningslds information &r
ihagkommen. Vid problemlosning visade dessa elever prov pa periodiska
associationer, dvs. konkret information som knét an till problemet memore-
rades endast under l6sningsprocessen och glémdes bort oftast direkt efterat
(ibid, s.295). Aven 6verflodig information i uppgiftstexten sorterades bort
omgaende — daremot kunde de aven lang tid efter problemldsningen minnas
den generella metoden som behévdes for att I6sa problemet. | sammanhanget
papekar Krutetskii att lagpresterande elever kunde komma ihag exakta siff-
ror och problemets kontext, men ytterst séllan metoden som ledde till pro-
blemets 16sning.

For att exemplifiera ovanstdende observationer, kan jag namna fallet dar
eleverna lste en uppgift som handlade om att berdkna vikten av en fisk och
dar olika delar av fisken var viktbestamda. De lagpresterande eleverna min-
des inte hur man I6ste problemet (som de hade svarigheter i att I6sa) men
kunde minnas att de ldste ’ndgonting som handlade om en fisk som végde 2
pod (rysk viktenhet)” (ibid, 5.299, min dversattning).

Hogpresterande elever kunde inte komma ihag konkreta fakta om fisken,
men de mindes mycket vél problemtypen och tillhgrande I6sningsmetod:
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Jag l6ste en uppgift med olika kombinationer av det hela och delarna — i upp-
giften vagde fiskens bakre del och huvudet sa mycket, fiskens huvud och bal
s& mycket och fiskens bakre del och bal sd mycket. (ibid, s.299, min Gverstt-

ning)

Man kan ocksa notera att Krutetskiis (1976) resultat bekraftar antagandet att
en effektiv anvandning av minnesfunktioner i samband med en matematisk
aktivitet, dvs. formagan som identifieras som matematiskt minne, betyder att
det som &r meningsfullt i sammanhanget (I6sningsmetoder och annan gene-
raliserad information) lagras i minnet, medan det meningsldsa (siffror och
specifik kontext) gléms bort. Studien visar vidare att det matematiska minnet
ar standigt narvarande och har en ytterst viktig funktion vid den inledande
fasen i probleml6sningen, dvs. vid kartlaggning av matematisk information —
det matematiska minnet dr en bestaende del i formagan att insamla matema-
tisk information, dvs. nér individen upptacker den formella strukturen i ett
matematiskt problem.

Krutetskiis beskrivning av det matematiska minnet ar delvis resultatet av
tolv ars observationer av cirka 200 elever i samband med probleml6snings-
processen och delvis resultatet av jamforelser mellan hdgpresterande och
lagpresterande elevers minneshantering. | det avseendet ar det inte dverras-
kande att jamforelserna leder till att forskarlaget understryker att det mate-
matiska minnet ar mer valutvecklat och &r lattare att identifiera hos elever
med sarskild formaga och fallenhet for amnet an hos Iagpresterande elever
(ibid, 5.295-301). Vidare menar Krutetskii att det matematiska minnet ar
resultatet av minnesfunktioner som har utvecklats i samband med matema-
tisk aktivitet och en formaga som ar utmarkande for elever med sarskild
formaga och fallenhet for amnet. Han uttrycker detta som att

... the memory of mathematically able pupil is markedly selective: the brain
retains not all of the mathematical information that enters it, but primarily that
which is “refined” of concrete data and which represents generalized and cur-
tailed structures. This is the most convenient and economical method of re-
taining mathematical information. (ibid, s.300)

I sammanhanget &r det ocksa vikigt att komma ihag att forskarlaget ar tydligt
med att inte gora distinktion mellan hdgpresterande elever och elever med
sarskild formaga och fallenhet for amnet; de anser att dessa elever utgor
ungefar samma elevkategori inom skolmatematiken (ibid, s.69).

Nar det galler det matematiska minnets roll som ett minne for generalise-
ringar, poangterar Krutetskii att de matematiska formagorna yttrar sig i for-
magor som anvander matematiskt material for att skapa generaliserade, dvs.
matematiska, minnen:

.. mathematical abilities are abilities to use mathematical material to form
generalized, curtailed, flexible, and reversible associations and systems of
them. (ibid, s.352)
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I en avslutande analys av studiens resultat noteras &ven att det matematiska
minnet ar beroende av elevers alder. | det avseendet konstateras att denna
formaga inte ar vélutvecklad hos barn i de tidiga skolaren, dvs. till och med
barn med fallenhet for &mnet minns generella samband och konkret informa-
tion lika val.

In the primary grades we observed no manifestations of mathematical
memory proper in his developed forms (when only generalizations and mental
patterns would be remembered). At this age, able pupils, according to
Dubrovina’s observations, usually remembered both concrete data and rela-
tionships equally well. The general and the particular, the relevant and the ir-
relevant, the necessary and the unnecessary are retained side by side in their
memories. (ibid, s.339)

I kontrast till elever i de tidiga skolaren, visade hogpresterande gymnasiele-
ver (upper-grade pupils) prov pa ett véalutvecklat matematiskt minne. | ett
forsok att forklara foreteelsen, sokte forskarlaget samband mellan de olika
matematiska formagornas utveckling med avseende pa elevers alder. Man
antog att det matematiska minnet utvecklas efter att eleven har utvecklat
formagan att generalisera samband, raknemetoder och egenskaper hos ma-
tematiska objekt — dvs. det matematiska minnet &r resultatet av tidigare ge-
neraliseringar. Krutetskii formulerar detta pa foljande stt:

The ability to curtail reasoning, the generalizing memory, ... were formed at
later stages. There is reason to believe that these components of mathematical
abilities are formed on the basis of the initial ability to generalize mathemati-
cal material. (ibid, 5.341)

Redan 1945 visade Polya (1957) att nar man léser nya och komplexa mate-
matiska problem, sa ar det nodvandigt att ndgon gang under processen fa en
insikt som leder till att problemet kan l6sas, dvs. att man finner en matema-
tisk modell som beskriver l6sningen. Krutetskiis observationer visade till en
borjan att insikten som leder till I16sning oftast dyker upp efter en rad resul-
tatlosa forsok och har till synes ingen koppling till de tidigare forsoken. Efter
intervjuer och noggrannare analys kunde forskarlaget dock se skillnad mel-
lan insikter som var baserade pa tidigare erfarenheter och insikter som till-
kom efter rena gissningar. Studien kunde ocksa visa att insikten och inspira-
tionen ofta var resultatet av tidigare generaliseringar — matematiska minnen
— som inte ens examinatorn la mérke till vid observationstillfallet. Vid 16s-
ning av nya problem ville dessa elever oftast minnas ett liknande problem
som de redan 16st; men &ven nér de inte hade behandlat liknande problem
forut, sa kunde de uppleva att de tidigare hade 16st” problemet (Krutetskii,
1976).

Implikationer for studien

Enligt Krutetskii hor elever med sarskild férmaga och fallenhet for amnet
samt hogpresterande elever till samma elevkategori inom skolmatematiken.
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Att identifiera elever med sarskild formaga och fallenhet for &mnet ar en
tidskrdvande process (Pettersson, 2011) medan hogpresterande elever rela-
tivt enkelt kan identifieras med hjalp av deras betyg i matematik. Eftersom
syftet med denna studie inte &r att identifiera elever med sarskild formaga
och fallenhet for amnet, sa véljer jag att observera hogpresterande elever.

Oversikten visar att det matematiska minnet ar resultatet av tidigare genera-
liseringar och dérmed inte liktydigt med ett minne for siffror, algoritmer och
hantering av formler — féljaktligen kommer jag att vara uppmarksam pa att
differentiera elevernas olika sorters minnen, sasom mekaniska och matema-
tiska minnen, under mina observationer.

Krutetskii papekar att individer anvander matematiskt material for att skapa
matematiska minnen och att generaliseringen kan paga aven under losningen
av ett matematiskt problem. Féljaktligen kommer jag att undersdka om for-
magan att generalisera matematiska samband — som ar en komponent i for-
magan att bearbeta matematisk information — kan identifieras under pro-
blemlGsningen. Pa sa satt satter jag fokus pa den enskilda komponenten av
den matematiska formagan som &r narmast relaterad till det matematiska
minnet.

Krutetskii noterar att elever i de tidiga skolaren inte har ett valutvecklat ma-
tematiskt minne, dessa elever kommer lika vél ihag generella samband som
fakta; daremot visade hogpresterande gymnasielever prov pa ett valutvecklat
matematiskt minne. Eftersom kartlaggningen av det matematiska minnet
intar en central roll i denna studie, sa valjer jag att observera aldre elever
som &r hogpresterande, dvs. hogpresterande gymnasieelever. Pa det sattet
har jag storre mojlighet att observera och kartldgga det matematiska minnets
roll under problemlésningsprocessen.

Oversikten visar ocksd att under elevens pagaende problemlésningsprocess
hade forskarlaget svarigheter att upptacka skillnaden mellan insikter basera-
de pa tidigare erfarenheter och insikter som tillkom efter rena gissningar. Det
krdvdes noggranna analyser av intervjuer och skriftliga l6sningar for att
klargora insikterna som vittnade om det matematiska minnets narvaro under
problemlésningen. | sammanhanget noterades att det matematiska minnet
har en viktig funktion vid den inledande fasen i problemldsningen och att det
ar en bestaende del i formagan att insamla matematisk information. Foljakt-
ligen kommer jag att noggrant dokumentera elevers skriftliga och muntliga
problemlésning dessutom kommer jag att intervjua eleverna i direkt anslut-
ning till problemlésningen. Under analysen kommer jag att vara uppmark-
sam pa om och pa vilket satt det matematiska minnet har en avgorande roll i
elevers formaga att insamla matematisk information.
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Kognitiva och biologiska modeller fér minneshantering

Matematikens narvaro i minnet

For att battre forsta hur det matematiska minnet fungerar, bor vi bekanta oss
med de kognitiva teorierna och biologin bakom minnesfunktionerna. | det
perspektivet kan en studie som genomfordes av Furlong (1951) tjdna som en
intressant utgangspunkt. I studiens analysdel konstateras att det ar en vasent-
lig skillnad mellan att minnas om man har postat ett brev jamfort med att

komma ih&g vardet av /2 .

| det forsta fallet &terkopplar intellektet till ndgot som har hant: vi erinrar,
minns och sammanfattar; en visualisering dger rum. | det andra fallet saknas
denna aterkoppling och det finns inget eller mycket lite visualisering. Det
enda vi gor &r att komma ihag en viss information. Det finns aterkallelse men
inget tillbakablickande. (Furlong, 1951, s.6, min dverséttning)

Det ar forstas uppenbart att matematiker och matematiklarare inte delar Fur-
longs syn pa informationen som ar kopplad till V2 , eftersom dessa yrkes-

grupper har bade fler och mer konkreta minnen av att hantera talet +/2 . Di-
stinktionen som Furlong noterade handlar daremot om att skilja mellan tva
olika typer av minnen: episodiska respektive semantiska minnen (Nyberg &
Backman, 2009). Nar Furlong forsokte komma ihdg hur han postade brevet,
sa kunde han erinra sig en tidigare upplevd handelse, dvs. en upplevd episod
av livet, som visualiserades med hjalp av minnesfunktioner. | motsats till

detta, var narmevardet for V2 bevarat endast som faktum och i minnet fri-
kopplat fran avgransande handelser.

Skillnaden mellan att memorera enheter och att kunna visualisera informa-
tion med hjalp av minnet leder till en fragestéallning som relaterar till Kru-
tetskiis (1976) distinktion mellan det mekaniska och det matematiska min-
net: Pa vilket satt interagerar det mekaniska och det matematiska minnet
under problemldsningsprocessen?

I mitt forsok att besvara fragan kommer jag att behandla modellen for min-
nets biologiska och kognitiva organisation. Forst kommer jag att beskriva
minnets huvudsakliga indelning med avseende pa dess funktioner, sedan
kommer jag att diskutera de minnesprocesser och psykologiska aspekter som
den indelningen medfor. Avslutningsvis kommer jag att resonera om de kon-
sekvenser som den kognitiva modellen kan tdnkas ha vid Krutetskiis (1976)
tolkning av det matematiska minnet.

Inledningsvis bor det ndmnas att de forsta forsoken att identifiera och kate-
gorisera de processer som forknippas med minneshantering och kunskaper
har resulterat i forklaringsmodeller vars termer ar hamtade ur vardagsspraket
och darmed ytterst begransande (Squire, 2004). Ett exempel pa en sadan
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modell &r indelning av kunskaper i tvd huvudkategorier: att veta hur respek-
tive att veta vad.

Modellen med flertalet minnessystem ar numera allmént accepterad, men i
sammanhanget bor det ndmnas att begreppet system har en vidare betydelse
inom biologin, eftersom det definieras bade i termer av struktur och i funk-
tion (Squire, 2004). Den moderna hjarnforskningen har visat att minnets
framsta uppgift, bland flera andra distinkta funktioner, inte &r att bevara in-
formation utan att glomma saker som &r mindre viktiga. Det finns manga satt
att kategorisera det méanskliga minnet (Nyberg & Bé&ckman, 2009) men skis-
sen i figur 3 6ver minnets indelning visar de viktigaste kognitiva funktioner-
na som olika delar av hjérnan ar forknippade med.

Minnesfunktioner

Korttidsminne

Langtidsminne

(Arbetsminne)

Explicit minne Implicit minne

Episodiskt minne Semantiskt minne Procedurminne

Figur 3

Minnets indelning

Som vi ser i illustrationen, sa kannetecknas minnets olika delar framforallt
av tiden som informationen lagras i dem, darfor ar distinktionen mellan kort-
tidsminne och langtidsminne den mest grundlaggande indelningen. Den
storsta delen av korttidsminnet utgdrs av arbetsminne dar inlarningsproces-
sen ager rum.

Information som bearbetas i arbetsminnet forsvinner efter hogst 30 sekunder,
vilket medfor att repetition ar det enda sattet att halla kvar information i ar-
betsminnet. | langtidsminnet kan vi daremot under gynnsamma férhallanden
behalla information hela var livstid (Gardenfors, 2010). Trots att man lange
har vetat att repetition ar viktig for inlarning, sa har aktuella studier visat att
repetition antingen kan forsvaga eller forstarka minnessparen i hjarnan, dvs.
dven kunskaper som individen besitter kan glémmas bort om aterkallningen
inte ar effektiv (Hultén, 2011).
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Om nagot skall laras och darmed kunna aterkallas vid behov, sa ska det pla-
ceras i langtidsminnet (Gardenfors, 2010). Langtidsminnet delas in i tva
underkategorier: man skiljer mellan explicit minne och implicit minne bero-
ende pé vilken sorts information som lagras i respektive omrade. | det expli-
cita minnet lagras information om handelser, erfarenheter och upplevelser
samt fakta- och sprakkunskaper. Denna sorts minne innehaller konkret in-
formation om det som vi kommer ihdg och varfor vi kommer ihdg det. In-
formation som lagras i det explicita minnet kan darfor medvetet aterkallas
och forklaras; féljaktligen &r de tidigare ndmnda episodiska och semantiska
minnena lokaliserade i det explicita minnet (Davis, Hill, & Smith, 2000;
Nyberg & Backman, 2009; Squire, 2004).

Precis som namnet antyder, baseras episodiska minnen pa erfarenheter, efter-
som vi medvetet (explicit) kan plocka fram information som har forvarvats i
ett visst sammanhang och vid en viss tidpunkt, t.ex. kommer vi ihag vad vi at
till lunch i forrgar eller vilket yrke nagon ny bekantskap man gjorde pa
festen i l6rdags har (Nyberg & Béackman, 2009).

Det semantiska minnet ~gor att vi kan forestélla oss saker som inte &r narva-
rande for véra sinnen” (Gardenfors, 2010, s.52). Denna sorts minnen ater-
speglar vara kunskaper om varlden och innehaller fakta, figurer, teorier och
definitioner som forvaras utan ndrmare information om omstandigheterna i
samband med deras forvaring:

Att Wien ar huvudstad i Osterrike eller att associationen mellan bord och stol
ar starkare an associationen mellan soffa och pistol ar exempel pa semantisk
minnesinformation. Vi kan plocka fram denna information utan att beh6va
vara medvetna om ndr eller var vi forvérvade den. (Nyberg & Béckman, 2009,
5.105)

Det semantiska minnet ger oss formagan att kunna kategorisera vara kun-
skaper och att konstruera kognitiva modeller om hur dessa kunskaper hanger
samman (Gardenfors, 2010). Med hjalp av en analogi till datorernas varld, sa
kan man betrakta det semantiska minnet som ett strukturerat natverk som
bade rymmer och knyter ihop de olika begreppen.

Enligt den kognitiva modellen innefattar det explicita minnet bade det episo-
diska och det semantiska minnet — att géra en klar distinktion mellan dessa
tva minnestyper ar daremot inte helt oproblematiskt, eftersom manga av vara
minnen har bade semantiska och episodiska karaktarsdrag. Den huvudsakli-
ga skillnaden ar att semantiska minnen ar relativt fria fran kontexten som de
har forvarvats i medan episodiska minnen innehaller detaljer om kontexten
som de formades i. | matematiska sammanhang &r det synnerligen viktigt att
differentiera dessa tva minnestyper eftersom studier har antytt att inom ma-
tematiken kan procedurkunskaper leda till episodiska minnen som underlat-
tar formandet av semantiska minnen (Davis et al., 2000).

I det implicita minnet lagras information om olika sorters procedurer, algo-
ritmer och rorelsemonster som kan aktiveras nér vissa handelser intraffar;
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benamningen antyder att den har sortens minne dven pa den undermedvetna
nivan har inflytande pa vart beteende. | matematiska sammanhang ar proce-
durminnet den mest intressanta delen av det implicita minnet. Till omradet
som innefattar procedurell kunskap hor bade inlarda beteenden och kognitiva
algoritmer (Squire, 2004). Procedurminnet bestar av information om hur vi
ska gora nagot till skillnad fran varfor vi ska gora det eller vad det &r som vi
ska gora; att cykla, att hantera sin mobiltelefon, att utféra algoritmer vid
matematiska berakningar ar relevanta exempel pa formagor som &r lagrade i
procedurminnet (Davis et al., 2000; Nyberg & Béckman, 2009). Ett tydligt
exempel som illustrerar att procedurminnen ar implicita (och darmed inte
explicita) ar faktumet att manga elever mycket val kan utféra berakningar
med hjélp av algoritmer, men har svart att forklara dessa algoritmer néar de
inte anvander dem (Davis et al., 2000).

| sammanhanget ar det vardefullt att paminna om att Krutetskiis definition av
matematiskt minne exkluderar sifferminne, minne for algoritmer och tabell-
kunskaper (Krutetskii, 1976). Kategoriseringen leder till att vi har god an-
ledning att anta att det matematiska minnet inte ar placerat i procedurminnet
och dérmed inte heller i det implicita minnet.

Avslutningsvis vill jag belysa det kognitiva systemet dér den matematiska
problemlésningen &ger rum. Enligt den kognitiva modellen processar vi in-
formation i arbetsminnet och férvarar den i langtidsminnet.

Arbetsminne &r egentligen en funktion som forknippas med hjarnbarken,
vars huvudsakliga uppgift ar att méta all ny information i spegeln av tidigare
kunskaper och erfarenheter (Ingvar, 2009a). | arbetsminnet pagar en konti-
nuerlig och cyklisk process — t.ex. matematisk problemldsning — vars syfte &r
att upptacka, reformera och vid behov fornya kunskap. Arbetsminnets stor-
lek ar nagorlunda flexibel men ytterst begransad, i arbetsminnet kan man
enligt en tumregel behalla maximalt sju informationsenheter. Darmed é&r
arbetsminnets funktionalitet starkt knuten till uppmérksamhet och koncentra-
tionsformaga — tva viktiga komponenter i larandeprocessen (Gardenfors,
2010). Och som vi redan har konstaterat, samlas allt som vi har upplevt och
lart oss i langtidsminnet, oavsett om det handlar om upplevelser, vanor, fak-
ta, fardigheter, procedurer, algoritmer eller problemldésningsmetoder — den
avgorande kvalitativa skillnaden mellan dessa foreteelser & om de handlar i
det explicita respektive i det implicita minnet, men inte i bada samtidigt.

Eftersom procedurer, algoritmer och tabellkunskaper som anvénds vid pro-
bleml6sning sparas i procedurminnet, sa aterkallas de av arbetsminnet med
hjélp av automaticitet. Uttrycket automaticitet betecknar en snabb och icke-
resurskravande process som inte paverkar andra minnesfunktioner (Ingvar,
2009a). Ingvar papekar ocksa att den forsta principen i hjarnbarkens funktion
ar att "all inlarning gar ut pa automatisering” (Ingvar, 2009a, s.36). Studier
har visat att hogpresterande elever I6ser matematiska problem genom att
anvanda relativt liten hjarnkapacitet, ndgot som antas vara en direkt konse-
kvens av att de automatiserar flera kognitiva processer (Ingvar, 2009b). Det
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mest intressanta ar dock férekomsten av automaticitet, eftersom automatici-
tet, forutom att spara arbetsminne, kan dven initiera icke-automatiserade
processer i det explicita minnet.

Modellen for arbetsminnets funktion bekraftas av flera psykologiska studier
som visar att ofta forekommande resultat, varden och samband hamnar i
minnet for att spara tid och gora berédkningar mera effektiva; hogpresterande
elever organiserar sina matematiska kunskaper sa att de minimerar kognitiv
verksamhet, dvs. de har bra balans mellan minnesanvéndning och hérledning
samt de vet ocksa vilka formler som maste laras utantill, vilka som réacker att
laras delvis och vilka som kan hérledas vid behov (Byers & Erlwanger,
1985; Scopes, 1973).

Sammanfattningsvis kan vi notera att distinktionen mellan det explicita och
det implicita minnet vittnar om de kvalitativa skillnader som forknippas med
matematiska aktiviteter: ur problemldsningssynpunkt ligger det explicita
minnet pa en hogre kvalitativ niva an procedurminnet och det verkar som att
explicita minnen &r associerade med formagan att skapa mentala scheman
for problemlésning och andra generella samband (Davis et al., 2000; Gar-
denfors, 2010). Studier har dessutom visat att yngre barn forfogar over fa
mekanismer i hjarnan som kopplar information fran procedurminnet till det
explicita minnet (Ullman et al., 1997). Dessa studier bekraftar Krutetskiis
observation att elever i de tidiga skolaren inte kunde gora skillnad mellan
procedurer och djupare kunskaper, dvs. de mindes generella samband och
konkreta fakta lika val (Krutetskii, 1976).

Den ovan presenterade Oversikten leder till att vi kan upptécka tydliga och
direkta anknytningar mellan Krutetskiis psykologiska avgransning av det
matematiska minnet samt de kognitiva och biologiska modeller som beskri-
ver hjarnans grundlaggande minnesfunktioner. Krutetskii definierar matema-
tiskt minne som ett generaliserat minne for matematiska samband, problem-
I6sningsmetoder samt mentala strukturer for argumentation och bevisféring
(Krutetskii, 1976). De elever i Krutetskiis studier som visade prov pa ett
valutvecklat matematiskt minne, kunde inte minnas problemens kontext och
annan detaljerad information som hor till problemens formulering — daremot
kunde de dven lang tid efterat komma ihag I6sningsmetoderna som de har
anvant. Lagpresterande elever kunde ocksa komma ihdg information om
problemen som de har forsokt losa, men informationen som de kom ihag
handlade om siffror och detaljerad kontext; deras minnen var kontextuella,
dvs. inte generaliserade (ibid, s.299).

Enligt den kognitiva modellen &r det mojligt att definiera det matematiska
minnet som ett semantiskt minne for generella samband som inte ar beroende
av problemens kontext eller individens episodiska minnen. Allt detta resulte-
rar i att man med stor sannolikhet kan anta att det matematiska minnet (en-
ligt Krutetskiis definition) aterfinns i det semantiska och darmed det explici-
ta minnet — tabellkunskaper och algoritmer for berédkningar &r daremot place-
rade i det implicita minnet. Den kognitiva och den biologiska modellen visar
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ocksa att arbetsminnets begransning paverkar problemlésning pa ett negativt
sétt; automaticitet daremot underl&ttar och motverkar den begransning. Kru-
tetskii (1976) observerade att elever med sarskild formaga och fallenhet ag-
nar mycket tid &t matematisk problemlosning, de tycker om att 16sa kompli-
cerade matematiska problem och har en formaga att matematisera varlden.
En direkt konsekvens av det bor vara att elever med sarskild fallenhet for
amnet skapar manga semantiska minnen och automatiserade processer i
samband med matematiska aktiviteter — nagot som visar sig vara effektivt
enligt den biologiska modellen.

Implikationer for studien

Oversikten bekraftar Krutetskiis sarskiljning av det matematiska minnet fran
ett minne for procedurer, algoritmer och tabellkunskaper i samband med
matematiska aktiviteter. Aven de biologiska och kognitiva modellerna har
visat att det & meningsfullt att studera det matematiska minnet i samband
med problemlésningsprocessen.

Oversikten leder dven till insikten att det i mina studier kommer att vara
mycket svart att upptacka elevers automatiserade kunskaper, dvs. de som hor
till procedurminnet. V&l medveten om detta, kommer jag att inte dgna storre
uppmarksamhet pa att identifiera procedurminnen eftersom de ar skilda fran
det matematiska (semantiska) minnet och darmed bortom syftet med denna
studie.

Enligt den biologiska modellen forfogar yngre barn éver fa mekanismer i
hjarnan som kopplar information fran procedurminnet till det explicita min-
net (Ullman et al., 1997). Darmed bekréftas Krutetskiis (1976) observation
att elever i de tidiga skolaren inte kan gora skillnad mellan procedurer och
matematiska minnen. Foljaktligen motiveras mitt val att studera aldre elever
(gymnasieelever) ytterligare av den biologiska modellen.

Jag har nu konstaterat att det ar flera minnessystem som samverkar under
matematiska aktiviteter och att det framférallt finns kvalitativa skillnader
mellan dessa system. Aven i den bemérkelsen bekraftas distinktionen mellan
det matematiska minnet, som vittnar om forstaelse for &mnet, respektive det
mekaniska minnet som handlar om att memorera procedurer och algoritmer.
Enligt den biologiska modellen visar sig skillnaden mellan de tva minnessy-
stemen delvis i hastigheten som informationen hanteras av arbetsminnet:
automatiserade procedurer hanteras mycket snabbare dan semantiska minnen.
Men den kvalitativa skillnaden visar sig dven i hur dessa minnen kan beskri-
vas av individen; det matematiska minnet (som &r semantiskt) ar explicit men
befriat fran kontext medan procedurminnen oftast inte kan beskrivas nar
procedurerna inte utfors.

Foljaktligen kommer jag under mina observationer att anvanda teknologi
som med god tidsmassig precision kan dokumentera elevernas aktiviteter.
Jag kommer &ven att intervjua eleverna efter problemlosningen, for att pa sa

48



sétt kunna identifiera deras kontextbefriade semantiska minnen. Den kart-
laggningen bor leda till att jag med storre precision kan identifiera och av-
gransa det matematiska minnet i samband med probleml&sningen.
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Metod

Eftersom studiens syfte ar att undersdka interaktionen mellan matematiska
formagor och det matematiska minnets roll vid problemldsning, s& har jag
grundat metoderna som jag har anvant i denna undersokning dels i psykolo-
gisk och pedagogisk forskning om den matematiska formagans och det ma-
tematiska minnets uttrycksformer (Krutetskii, 1976) och dels i resultatet av
kognitiva och biologiska studier (Gérdenfors, 2010; Ingvar, 2009a; Kling-
berg, 2007) inom det aktuella omradet.

Jag har valt att anvanda flera kompletterande metoder i min empiriska un-
dersokning. Den huvudsakliga metoden — som anvéandes for att undersoka
interaktionen mellan matematiska formagor och det matematiska minnets
roll vid problemlésning — kan Kkortfattat beskrivas enligt foljande: sex gym-
nasieelever har 10st tvd matematiska problem vardera och jag har observerat,
dokumenterat samt analyserat deras agerande i samband med problemlds-
ning och efterféljande intervjuer. Analysen av det insamlade empiriska ma-
terialet har genomforts med hjalp av kvalitativa forskningsmetoder.

En metaanalys av kvalitativ forskning visar att antaganden tillsammans med
empiriska data ar de kvalitativa studiernas viktigaste komponenter. For att
utomstaende bedémare ska kunna forsta resultaten som presenteras, bor stu-
dien tydligt redovisa bade antaganden och empirisk grund (Larsson, 2005).
Foljaktligen kommer jag i detta och néstfoljande avsnitt att redovisa mina
antaganden i samband med valet av underséknings- och datainsamlingsme-
toder. Pa sa satt kan jag forhoppningsvis klargora under vilka villkor studi-
ens resultat géller.

Undersdkningsmetod

Harnast ska jag, med utgangspunkt i tidigare presenterade teoretiska per-
spektiv och vagval, forsdka motivera och beskriva valet av underséknings-
metod till den aktuella studien.

1. For att kunna undersoka interaktionen mellan elevers matematiska forma-
gor och det matematiska minnets roll i probleml6sningsprocessen, sa behovs
det ett teoretiskt ramverk som pa ett tillfredsstallande satt definierar och
avgransar dels den matematiska formagan och sarskilt det matematiska min-
net i samband med elevers matematiska aktiviteter. Eftersom varken
psykometriska tester eller tidiga matematikprestationer ar tillrackligt goda
indikatorer for elevers kommande matematiska prestationer, véljer jag ett
ramverk som &r resultatet av psykologiska studieansatser inom omradet.

I det avseendet konstituerar Krutetskiis (1976) definition av matematisk
formaga ett teoretiskt ramverk som bade strukturerar komponenterna i den
matematiska férmagan och innehéller en komponent som definieras som
matematiskt minne.

50



Att Krutetskiis modell & anvandbar och har hdg validitet har bekraftats av
flera internationella studier och forskningsoversikt (Gyarmathy, 2002; Juter
& Sriraman, 2011; Vincze, 2003; Vincze & Marton, 2004). Dessutom har
tva, nyligen genomforda, svenska studier visat att Krutetskiis ramverk kan
anvandas pa ett framgangsrikt satt i syftet att synliggora elevers matematiska
formagor (Dahl, 2011; Pettersson, 2011). Krutetskiis definition av det mate-
matiska minnet som ett resultat av tidigare generaliseringar av matematiska
samband, typiska egenskaper, problemldsningsmetoder samt mentala struk-
turer for bevisforing bekréftas aven av den kognitiva modellen éver hur de
olika minnessystemen interagerar (Davis et al., 2000; Gardenfors, 2010;
Ingvar, 2009a). Min slutsats blev darmed att Krutetskiis modell kan utgora
en meningsfull grund fér mina studier.

2. Den tidigare redovisade Oversikten av teoretiska perspektiv och végval
visar tydligt att matematiska formagor varken kan utvecklas eller, pa ett till-
fredstéllande sétt, observeras utanfor en matematisk aktivitet. Foljaktligen
stallde jag fragan om det finns ndgon matematisk aktivitet som mojliggor en
kartlaggning av interaktionen mellan elevers matematiska formagor. Flera
studier har visat att det mest effektiva sattet att ta reda pa vad som ligger
bakom den matematiska formagan ar att analysera matematiska problem och
individers olika séatt att 16sa dem (Dahl, 2011; Gyarmathy, 2002; Krutetskii,
1976; Pettersson, 2011; Vincze, 2003; Vincze & Marton, 2004; Wistedt,
2005; Oystein, 2011).

Analysen av ett givet problem, oavsett vilket matematiskt omrade det hor
till, leder till att man kan héarleda strukturen av det matematiska tdnkandet
som behdvs for att 16sa problemet (Halmos, 1981; Polya, 1957). | samman-
hanget bor det nd&mnas att trots att matematiken &r naturvetenskapens grund-
sten, hor inte individers olika satt att [6sa matematiska problem till naturve-
tenskapen. Darfor valde jag en forskningsansats som behandlar omraden
som ligger utanfor naturvetenskapen, dvs. icke lagbundna fenomen. Jag
bestimde mig for att genom en kvalitativ studie undersoka individers olika
satt att 16sa matematiska problem for att ta reda pa hur de olika komponen-
terna i den matematiska formagan interagerar.

3. Nasta fragestéllning handlade om huruvida det finns nagon elevgrupp,
med avseende pa alder och prestation inom dmnet, som ar bast lampad att
delta i undersokningen. Krutetskii (1976) poangterar att dldre elever med
sarskild fallenhet for amnet har fortraffliga matematiska formagor och ett
valutvecklat matematiskt minne. Men det &r ocksa viktigt att papeka att for
att elever ska kunna visa prov pa alla komponenter i den matematiska for-
magan, sa behdver de ha tillgang till matematiska uttryckssatt och en bak-
grund som mojliggor att de pa ett tillforlitligt satt kan ge uttryck for dessa
formagor (Krutetskii, 1976).

Enligt den kognitiva modellen kan det matematiska minnet definieras som
ett minne for generaliserade matematiska samband som individen medvetet
kan referera till. P4 det sattet aterfinns matematiska minnen i det semantiska
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minnet som i sin tur ingar i det explicita minnessystemet. Biologin har place-
rat de tva huvudsakliga formerna av langtidsminnet — det explicita och det
implicita minnet — i skilda delar av hjarnan. Den arkitekturen medfor att
yngre barn forfogar 6ver fa mekanismer som kopplar information fran det
implicita procedurminnet till det explicita minnet, dvs. yngre barn kan inte
gora skillnad pé explicita och implicita minnen (Ullman et al., 1997). Aven i
Krutetskiis (1976) studie observerade man att elever i de tidigare skolaren
inte hade ett valutvecklat matematiskt minne — dessa elever mindes bade
detaljerad information och matematiska samband lika val (ibid, s.339).

Foljaktligen valde jag att observera elever som studerar pad gymnasieniva,
dvs. éldre elever.

Efter det valet skulle jag avgtra om deltagarna i studien ska rekryteras bland
elever med sarskild formaga och fallenhet for amnet eller bland hogpreste-
rande elever. Néar det galler elevers sarskilda fallenhet for matematik, sa har
den fallenheten inte nagot direkt samband med deras betyg i &mnet och me-
toderna som anvands for att identifiera dessa elever bor inte begrénsas till
endast matematisk problemldsning, utan maste kompletteras med andra ob-
servationer, som t.ex. resurskravande fallstudier (Krutetskii, 1976; Lupows-
ki-Shoplik, Sayler, & Assouline, 1994; Pettersson, 2011). Den sistndmnda
anmarkningen ledde till att jag insag att jag, inom studiens ramar, inte har
mojlighet att pa ett entydigt satt identifiera elever med sarskild formaga och
fallenhet for amnet — féljaktligen valde jag att observera hdgpresterande
elever, som pa ett enklare och mer tillforlitligt satt kan identifieras med hjalp
av deras betyg i amnet.

Ovanstaende argumentation ledde till att jag valde att observera hogpreste-
rande elever som studerar pa gymnasieniva.

4. Den fjarde fragestallningen handlade om vilken sorts uppgifter som var
mest lampade for att undersoka de matematiska formagornas interaktion
under problemlésningsprocessen. Krutetskii poangterar att uppgifterna maste
vara konstruerade pa ett satt, sa att deras losning synliggor de matematiska
formagorna som behovs for att l6sa dem.

Experimental problems ought to fulfill their direct purpose: solving them
should help to clarify the structure of abilities. (Krutetskii, 1976, 5.91)

Fragestallningen ar sarskilt viktig eftersom studier har visat att undervisning,
kunskaper och tidigare erfarenheter i amnet paverkar elevers sitt att l6sa
problem (Krutetskii, 1976; Oystein, 2011). Jag hade for avsikt att undersoka
elevernas matematiska forméaga, inte deras kunskaper om procedurer och
algoritmer — trots att jag ar medveten om att férmaga ar en kanslig foreteelse
som inte kan frikopplas fran tidigare erfarenheter (Krutetskii, 1976).
Situationen beskrivs av Krutetskii pa foljande satt:

In the one hand, when knowledge, skills and habits are acquired, abilities are
developed; their formation and development is impossible outside the process
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of mastering the appropriate knowledge, skills and habits. (Krutetskii, 1976,
s.70)

I Krutetskiis (1976) undersokning valde forskarlaget att anvanda nya och
utmanande matematiska problem som inte ar av standardkaraktar, for att sa
langt som mojligt undvika paverkan av elevernas tidigare erfarenheter och
kunskaper:

.. we are studying ability, not knowledge, habits and skills ... It is hard to
isolate the factor of ability in this intricate complex of causes. Apparently one
should select problems in such way that only ability will primarily influence
their solutions. It is clearly impossible to completely eliminate the influence
of past experience, knowledge and habits. (Krutetskii, 1976, s.70)

Det matematiska minnet bor inte forvéxlas med det mekaniska minne som vi
anvander nar vi dvar tabellkunskaper, hanterar formler eller anvander regler i
samband med algoritmer. Och vi har ocksa sett att “dess utmirkande drag
har sitt ursprung i matematikdmnets natur, det handlar om ett minne for ge-
neraliseringar, formaliserad struktur och logiska system” (Krutetskii, 1976,
s.350, min Overséattning). Krutetskiis studie visar att hogpresterande elever
aven lang tid efterat kunde minnas metoderna som behdévdes for att 16sa en
viss typ av problem.

Med tanke pa att det ar problematiskt att differentiera formagor, kunskaper
och inlarda metoder, blev valet av matematiska problem en nyckelfraga i
min undersokning. Féljaktligen valde jag att lata eleverna l6sa (for eleverna)
nya och utmanande matematiska problem som inte ar av standardkaraktar — i
kapitlet som redogdr for den empiriska studien kommer jag att beskriva mer
ingaende hur valet av uppgifter gick till.

Ovan listade fragestallningar och tillhérande resonemang om elevers mojlig-
heter att visa prov pa matematiska formagor och pa forekomsten av det ma-
tematiska minnet ledde till att jag valde att underséka den matematiska for-
magans uttryck hos hogpresterande gymnasieelever genom att analysera
elevers agerande i samband med problemldsning av for eleverna nya och
utmanande matematiska problem.

Datainsamlingsmetod

Nar man véljer ansatser och metoder till en kvalitativ studie, s3 medfor dessa
val aven perspektiv som paverkar resultaten som studien levererar (Larsson,
2005). Studier som analyserar kvaliteten i kvalitativ forskning betonar vikten
av att det bor finnas ”en harmoni mellan forskningsfragor, datainsamling och
analysteknik™ (Larsson, 2005, s.20). Howe och Eisenhart (1990) understry-
ker dessutom att den harmonin bor ha en intern ordning, dvs. det ar forsk-
ningsfragan som bor paverka datainsamlings- och analysmetoder istallet for
att implikationen sker i omvand riktning. Efter att forskningsfragorna formu-
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lerades och de teoretiska perspektiven mynnade ut i de tidigare presenterade
undersokningsmetoderna, paborjade jag processen med att utforma datain-
samlingsmetoder till denna studie. Nedan féljer en redovisning av Kriterierna
som jag tog hansyn till nar jag utformade datainsamlingen.

1. Studier som har observerat elevers matematiska problemldsning papekar
att datainsamlingen inte enbart bor begransas till elevernas skriftliga 16sning
av problemet; den bor ocksa ske via kompletterande observation under pro-
blemldsningen och genom samtal déar eleven kommunicerar sin tankeprocess
(Dahl, 2011; Krutetskii 1976; Lupowski-Shoplik et al., 1994; Oystein,
2011). Foljaktligen valde jag att observera elever under problemlésningspro-
cessen. Under aktiviteten begransas samspelet till tva slag av muntlig kom-
munikation: elevernas spontana reflektioner och deras svar pa mina fragor.

Att elever inte dr vana att kommunicera sina tankar medan de loser matema-
tiska uppgifter papekas i flera studier och detta var ett bekymmer redan i
Krutetskiis undersokningar pa 1960-talet (Krutetskii, 1976). Att losa ett ma-
tematiskt problem individuellt med hjélp av papper och penna &r en vanligt
forekommande matematisk aktivitet i den svenska skolan, daremot hénder
det séllan att elever diskuterar och muntligt redovisar sina losningar (Bent-
ley, 2003; Skolverket, 2003). Pa grund av att elever inte ar vana att muntligt
redovisa sina l6sningar, tror de alltfér ofta att deras muntliga redovisning ska
innehalla en forklaring av hur de 16ste uppgiften eller att de ska redovisa de
egna mentala processerna i samband med l6sningen (Krutetskii, 1976).

Med den namnda problematiken i atanke har jag i samband med denna stu-
die noggrant forklarat for eleverna att de inte behdver redovisa orsaken till
hur de tanker eller hur de vill 16sa uppgiften — de skulle bara tdnka hégt, utan
att reflektera dver vad de séger. Ett par dagar innan genomférandet av obser-
vationerna har eleverna dessutom fatt en skriven text (bilaga 2) som sam-
manfattade hur observationen kommer att ga till och hur de bor yttra sig
under problemldsningen.

En del av det insamlade materialet bestar naturligtvis av elevers lésningar av
de givna problemen. | samband med observationen blev de instruerade att
skriva ner losningarna i detalj samt att de ska undvika att endast i huvudet
utfora rakneoperationer och algoritmer under problemets l6sning. Under
problemlésningen anvénde jag en halvstrukturerad observationsmetod déar
eleven fritt kunde kommunicerade sina tankar — men nér de inte gjorde det,
stallde jag ett begransat antal fragor. Fragorna var amnade att klargora deras
tankar under problemlésningsprocessen; det innebar att om eleven varken
skrev, ritade eller pratade under en langre tidsperiod, stillde jag foljande
strukturerade fragor — som i princip ar identiska med fragorna som stalldes i
Krutetskiis studie:
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e Vad &r det som stor dig?
e Varfor gor du det?
e Vad vill du gora och varfor?

e Vad tanker du pa?
(Krutetskii, 1976, 5.92-95; min dversattning)

I sammanhanget bor det papekas att den forsta frdgan ”Vad &r det som stor
dig?” endast stalldes om eleven var patagligt osaker under problemlsning-
en.

2. | avsnittet som diskuterar den biologiska modellens struktur har det kon-
staterats att det ar flera minnessystem som samverkar under matematiska
aktiviteter och att det finns kvalitativa skillnader mellan dessa system. I den
bemdrkelsen bekréaftades den kognitiva distinktionen mellan det matematiska
minnet (som vittnar om en sorts forstaelse for amnet) respektive procedur-
minnet (som bl.a. hanterar rakneoperationer och algoritmer). Enligt modellen
yttrar sig den kvalitativa skillnaden mellan de tvd minnessystemen delvis i
hastigheten som informationen hamtas till arbetsminnet: automatiserade
procedurer hanteras mycket snabbare &n semantiska, dvs. matematiska min-
nen. Men skillnaden visar sig dven i hur dessa minnen kan beskrivas av indi-
viden; det matematiska minnet ar explicit och befriat fran kontext medan
procedurminnen sallan kan beskrivas av individen nér de inte utfors. For att
kunna synliggora elevers matematiska minnen, behdvde jag en datainsam-
lingsmetod som mojliggor att deltagarna kommunicerar sina tankar i sam-
band med problemlésningen.

Eftersom elever inte & vana att kommunicera sina tankar medan de loser
matematiska uppgifter, sa fanns det en uppenbar risk att en stor del av deras
kognitiva aktiviteter inte kunde dokumenteras under problemlésningsproces-
sen (Krutetskii, 1976). Darfor valde jag att efter observationen genomféra en
kontextuell intervju. En kontextuell intervju tar sin bodrjan i en mer eller
mindre deltagande observation (Hultman, 2004). Den kontextuella intervjun,
som genomfordes i direkt anslutning till observationen, fokuserade pa ele-
vernas tankar och upplevelser i samband med problemlésningen. Under in-
tervjun anvénde jag inte en i forvag bestdmt intervjuguide; samtalet var dar-
emot forankrat i den tidigare genomférda observationen. For att eleverna pa
ett battre satt ska kunna anknyta till sina tankar fran den nyligen avslutade
uppgiften, hade de tillgang till sina anteckningar fran problemlGsningen.

3. Interaktionen i klassrummet paverkar elevens tankeprocesser och flera
studier (van Leeuwen & Jewitt, 2001; Norris, 2002) har visat att den interak-
tionen inte behdver begrénsa sig till muntlig kommunikation — dven gester,
bilder och andra skeenden paverkar processen. Krutetskii (1976) papekar
ocksa att det skulle ha varit omgjligt att synliggora de matematiska forma-
gornas skilda karaktérer om eleverna hade observerats i en klassrumssitua-
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tion, eftersom elever i en sadan situation inte kan tanka ostort. Forskarlaget
befarade att d4ven de genomforda intervjuerna skulle paverkas av att andra
elever lyssnade pa den enskilde elevens forklaringar av hur den l6ste pro-
blemet. For att undvika dessa stdrande faktorer, genomférde Krutetskiis
(1976) forskarlag enskilda observationer av elever.

For att elevernas tankar i sa liten utstrackning som majligt ska bli paverkade
under aktiviteten — och darmed pa ett battre satt kunna analyseras med avse-
ende pa matematiska formagor — valde jag att lata dem I6sa problemen indi-
viduellt, under enskilda observationer. For att minska elevernas stress under
den ovanliga situationen som en observation innebér, har de fatt obegransad
tid for att 16sa problemen. Aktiviteten var slut nér eleverna upplevde att pro-
blemet var 16st eller nér de inte langre ville arbeta med det. For att 6ka studi-
ens validitet, 16ste alla elever samma matematiska problem.

4. Slutligen redovisar jag teknologin som anvéndes i samband med datain-
samlingen. Det storsta problemet i sammanhanget ar att det inte finns tillfor-
litliga metoder for att dokumentera aktiviteter som ar av kognitiv karaktar.
Teknologin som vi idag har tillgang till for att dokumentera observationer ar
naturligtvis mycket mer avancerad &n for 50 ar sedan, men problemet som
kvarstar formulerades av Krutetskii pa foljande satt:

... the study of problem-solving is greatly complicated because the process is
not always expressed objectively enough; many links in the mental process of
solving a problem escape the investigator. (Krutetskii, 1976, s.92)

Aven i nyligen genomférda studier (Dahl, 2011; Sriraman, 2003; Oystein,
2011) anvande man endast elevers skriftliga 16sningar, gruppdiskussioner
och intervjuer for att klargora elevers tankar under problemldsningen. De
namnda studierna vittnar ocksa om stora svarigheter nar det galler att syn-
liggora elevers tankeprocesser.

V&l medveten om att jag inte helt skulle kunna undvika den ndmnda proble-
matiken, men for att pa ett battre sdtt dokumentera observationerna, valde
jag att kombinera flera olika teknologier under datainsamlingen. Dels an-
vande jag en diktafon for att spela in alla ljud under observationerna; pa det
sattet fick jag tillgang till ett kronologiskt inspelat ljudmaterial. For att
komplettera ljudinspelningen, anvande jag dven en digitaliserad inspelning
av elevernas anteckningar, skriftliga Idsningar och yttranden under problem-
I6sningen. Den digitaliserade inspelningen genomfdrdes med hjélp av digita-
la pennor och tillhérande anteckningsblock — en teknologi som mojliggor att
observationen bade entydigt och pa ett exakt sétt kan koppla elevernas ytt-
randen till deras skriftliga lI6sningar. En utforlig beskrivning av den anvénda
teknologin finns pa portalen www.livescribe.com.
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Den empiriska studien

Planering

Efter att undersoknings- och datainsamlingsmetoder var definierade och
avgransade, borjade jag planera den empiriska undersdkningen. Undersok-
ningen, dvs. observationer och intervjuer genomfordes under en enda dag i
juni 2010.

Den inledande uppgiften bestod i att hitta en elevgrupp som passade mina
undersokningsmetoder, dvs. hdgpresterande gymnasieelever som var intres-
serade av att delta i en vetenskaplig studie. En viktig faktor, som har under-
lattat uppgiften, var att jag vid den tiden under nagra ar hade arbetat som
matematikutvecklare i en av landets storre stader; under aren som foregick
studien hade jag inom ramen for min tjanst initierat ett natverk av matema-
tiklarare som traffades under diverse seminarier och diskussionsgrupper.
Inom nétverket har jag haft formanen att fa personlig kontakt med flera am-
bitidsa matematiklarare som ofta diskuterade sina intresserade och hdgpres-
terande elever. Vid en forfragan bland dessa larare visade det sig att en av
lararna precis hade borjat undervisa en klass dar det fanns gott om elever
som pa ett utmarkt satt passade in pa beskrivningen av hégpresterande gym-
nasieelever i matematik. Eleverna i fraga studerade i den forsta arskursen pa
gymnasiet i en klass som hade en avancerad matematikprofil; alla elever i
klassen hade studerat den forsta gymnasiekursen i matematik (Matematik A)
under grundskoletiden och de flesta eleverna i klassen hade fatt det hdgsta
betyget i kursen. Darmed hade jag hittat en elevgrupp som innehdll hdgpres-
terande elever i skoldmnet matematik.

Efter forberedande analys och diskussioner med l&raren och med min hand-
ledare, beslutade jag att det skulle vara lampligt att bekanta mig med klassen
i god tid fore den planerade studien, detta dels for att eleverna skulle ha till-
racklig tid att forsta vad undersékningen kommer att handla om och dels for
att de skulle hinna vénja sig med min narvaro under de matematiska aktivite-
terna, for att pa sa satt minska deras stress under de kommande observatio-
nerna.

Foljaktligen blev jag introducerad till klassen under januari 2010 av matema-
tiklararen; eftersom observationerna var planerade att genomfdras under
slutet av varterminen 2010, sa uppfattade vi att det skulle finnas tillrackligt
med tid och tillfallen for att jag och eleverna skulle hinna bekanta oss under
de 4-5 manaderna som aterstod. Efter att jag har forklarat anledningen till
min narvaro i klassrummet, var jag narvarande under, i genomsnitt, en lek-
tion per vecka. Under dessa lektioner agerade jag mest som deltagande vén,
dvs. om eleverna tillfrdgade mig, s hjalpte jag dem att 16sa uppgifter eller
forklarade samband inom det aktuella matematiska omradet. Pa sa satt und-
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vek jag att agera som hjalplarare, dvs. en auktoritet i klassen och hoppades
pa att eleverna skulle fa fortroende for mig. Efter att eleverna noggrant hade
testat mina matematikkunskaper, upplevde jag att de accepterade min nérva-
ro under lektionerna och de fick &ven ett visst fortroende for mig. Efter nagra
veckor borjade eleverna prata om sina upplevelser om matematiken och un-
dervisningen samt borjade stalla personliga fragor om mitt arbete. Pa sa satt
blev en, for undersékningen, viktig forutsattning avklarad: det verkade som
att eleverna inte blev stdrda nér jag observerade deras problemlésning.

Urval av deltagare

Tva manader innan observationernas genomférande, i april 2010, upplevde
jag att eleverna var tillrackligt intresserade av studien for att vi skulle kunna
rekrytera frivilliga deltagare till projektet. For att jag inom ramen for projek-
tet skulle kunna hantera den producerade dataméngden, beslutade jag att
begransa antalet elever som skulle observeras till sex.

Innan jag fragade eleverna om de skulle kunna tanka sig att delta i studien,
kom jag 6verens med lararen att om fler &n sex elever kommer att anmaéla sig
till studien, sa kommer vi att strava efter en jamn konsfordelning bland de
sex deltagarna. | sammanhanget vill jag ndamna att den jamna kdnsfordel-
ningen inte var en malsattning for studien, men jag antog att en sadan for-
delning skulle ge battre information om de matematiska férmagornas inter-
aktion och det matematiska minnets nérvaro i problemlésningen.

| slutet av april fick de som var intresserade en skriftlig beskrivning av
forskningsprojektet (bilaga 1); syftet var att bade elever och deras malsman
skulle forsta vad elevernas deltagande i projektet innebar. Efter att ha disku-
terat med sina malsman, aterstod nio elever som ville delta i studien. | sam-
forstand med eleverna och deras larare lottade vi ut sex deltagare till studien:
tre flickor och tre pojkar.

Val av matematiska problem

Som jag tidigare diskuterat i avsnittet som behandlar undersokningsmetoder,
blev valet av matematiska problem &r en nyckelfraga for studiens genomfo-
rande och kvalitet.

Flera studier har visat att undervisning, kunskaper och tidigare erfarenheter i
amnet paverkar elevers satt att 16sa matematiska problem (Krutetskii, 1976;
Oystein, 2011). Jag ville undersoka elevernas matematiska formaga, inte
deras kunskaper i amnet — trots att jag var medveten om att formagan inte
helt kan frikopplas fran tidigare erfarenheter. Inspirerad av Krutetskii (1976)
bestdmde jag mig for att vélja eller konstruera nya och utmanande matema-
tiska problem som inte var av standardkaraktar, for att sa langt som mojligt
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undvika paverkan av elevernas tidigare erfarenheter och kunskaper i skol-
amnet matematik.

I mitt resonemang om undersékningsmetoder framkommer att riktlinjen, att
uppgifterna skulle vara nya och utmanande, endast var ett delmal i projektet;
uppgifterna skulle dven vara konstruerade sa att de synliggjorde strukturen
bakom de matematiska formagor som behdvdes for att 16sa dem och det
matematiska minnets nérvaro i samband med problemlésningen.

Krutetskii (1976) papekar att eleverna med hjalp av den matematiska forma-
gan anvander matematiskt material for att skapa generaliserade, dvs. mate-
matiska minnen. Det medfor att generaliserade minnen bade bor formas och
vara ndrvarande under problemldsning av nya och utmanande matematiska
problem.

Efter att ingaende ha studerat metoderna som Krutetskiis (1976) forskarlag
har anvant for att valja uppgifter, deltagit i flera av elevernas lektioner och
tillsammans med lararen kartlagt vilka matematiska omraden eleverna har
behandlat, kunde jag till slut identifiera 12 uppgifter som uppfyllde de ovan-
namnda kraven, dvs. de var nya och utmanande matematiska problem som
kunde synliggéra bade interaktionen mellan matematiska formagor och det
matematiska minnets narvaro under problemldsningsprocessen. Uppgifterna
var delvis konstruerade av mig och delvis valda fran problemsamlingar som
eleverna inte hade arbetat med i skolan. Valet och konstruktionen av uppgif-
ter underlattades delvis av faktumet att eleverna i den aktuella kursen anvén-
de laromedel som jag ar forfattare till (Szabo, Larson, Viklund, & Marklund,
2009). Pa sa satt kunde jag bilda mig en bra uppfattning om vilka uppgifter
eleverna arbetat med i samband med skolans matematikundervisning. Samti-
digt forstod jag att det — eftersom det handlade om hdgpresterande elever
med intresse och fallenhet fér &mnet — fanns en risk att de valda uppgifterna
inte skulle vara helt nya for eleverna. Krutetskii formulerar problematiken pa
foljande sétt:

One must conclude that all attempts to find mathematical problems whose so-
lution would be determined by ability alone and would not depend at all on
the available knowledge, skills, and habits are doomed to failure. (Krutetskii,
1976, 5.94)

Efter fordjupad analys samt ytterligare diskussioner med lararen valde jag
nedanstaende tva uppgifter till observationerna. Eftersom studier (Juter &
Sriraman, 2011; Krutetskii, 1976) har identifierat tre olika matematiska typer
bland elever: den geometriska typen, som gérna visualiserar &mnet; den ana-
Iytiska typen, som anvander abstrakta tankestrukturer och den harmoniska
typen, som ar en kombination av de tva foregaende typerna, valde jag en
geometrisk uppgift och en algebraisk uppgift. Pa sa satt ville jag utoka moj-
ligheterna for eleverna att visa prov pa sina matematiska férmagor.
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Problem 1

| en halvcirkel ritar vi ytterligare tva halvcirklar, enligt
figuren.

Ar den stora halvcirkelns langd stérre, mindre eller
lika med summan av de tva inskriva halvcirklarnas
langder?

Motivera ditt svar.

Problemet utgar fran amnesomradet geometri och &r inspirerat av problemse-
rien som Krutetskiis (1976) forskarlag anvénde for att undersoka foljande
komponenter i den matematiska formagan: formagan att insamla matematisk
information, formagan att tanka logiskt, formagan att férkorta matematiska
resonemang, formagan att generalisera och det matematiska minnets narva-
ro.

Problemet kan inte 16sas endast med hjélp av kunskaper fran geometrin, utan
det behdvs aven algebraiska kunskaper for att I6sa det. | avsnittet dar jag
analyserar elevers problemlésning kommer jag att redovisa de metoder som
kan anvéndas for att 16sa problemet.

Problem 2

Maria och Peter vill kbpa en cd-skiva. | affaren inser de att Maria har 24 kr
mindre och Peter 2 kr mindre &n vad skivan kostar. Aven nar de lagger ihop
sina pengar, sa racker inte pengarna for att kunna kdpa cd-skivan.

Hur mycket kostar cd-skivan och hur mycket pengar har Maria respektive
Peter?

Problem 2 &r en omskrivning av en uppgift som Krutetskiis (1976, s.149)
forskarlag anvande for att undersoka foljande matematiska formagor: forma-
gan att insamla matematisk information, formagan att tanka logiskt, forma-
gan att férkorta matematiska resonemang och det matematiska minnets nar-
varo.
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Observationer i samband med problemlésning

Eftersom de valda problemen inte direkt kunde placeras i det matematiska
omradet som eleverna studerade vid studiens genomférande, sa ville jag
forsdkra mig att problemen varken var for svara eller for latta och att elever-
na kunde l6sa dem. Kontrollen skedde dels i samarbete med lararen, genom
att hon valde uppgifter som enligt hennes uppfattning skulle kunna lésas av
deltagarna. Sedan genomforde jag ytterligare en kontroll; genom att lata
andra hdgpresterande elever l6sa de valda problemen kunde jag se att dessa
uppfyllde sin funktion i praktiken, dvs. hogpresterande elever som var i
samma alder som deltagarna kunde mer eller mindre framgangsrikt 16sa bada
problemen.

Infor observationen forklarade jag for deltagarna hur de skulle agera i sam-
band med observationen. De fick ocksa veta att det ar naturligt att uppleva
stress nar man blir observerad, men att jag inte skulle bedéma deras kunska-
per i &mnet. Jag forklarade att de inte ens behdvde I6sa uppgiften eftersom
jag bara skulle titta pa deras angreppssatt. Daremot skulle de forsoka skriva
ner allt som de kom pa under problemlésningen och om det var mojligt, sa
skulle de aven tadnka hogt, som om de var ensamma och kunde hora sina
tankar. Nagra dagar innan observationen fick eleverna aven en skriftlig text
(bilaga 2) som innefattade dessa forklaringar och instruktioner. For att ele-
verna inte skulle uppleva obehag infoér teknologin, fick de under mina lek-
tionsbesok upprepade ganger leka och trana pa att skriva med de digitala
pennorna.

Eleverna loste de tva problemen under tva, pa varandra foljande, enskilda
observationer. | samband med observationerna fick de lova att de inte skulle
beratta for de andra eleverna vad uppgifterna handlade om, detta for att alla
deltagare ska fa samma forutséttningar infor observationen. Alla observatio-
ner genomférdes under en och samma dag, framforallt for att minska risken
att eleverna skulle diskutera problemen med sina kamrater.

Elevernas muntliga yttranden spelades in bade med hjélp av diktafon och
med den digitala pennan. Om en elev varken skrev, ritade eller talade under
processen, sa stallde jag nagon av nedanstaende fyra fragor till dem. Som jag
namnde tidigare, var fragornas framsta uppgift att klargora elevens tankar
under problemlésningen och ar i princip identiska med fragorna som stélldes
i Krutetskiis studie:

e Vad ar det som stor dig?
e Varfor gor du det?
e Vad vill du gora och varfor?

e Vad tanker du pa?
(Krutetskii, 1976, 5.92-95, min ¢versattning)
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De skriftliga 16sningarna spelades in med hjalp av digitala pennor och tillh6-
rande anteckningsblock; pa sa satt kunde deras l6sningar aterges som teck-
nade ljudfilmer. Problemldsningen var klar nar eleven upplevde att den var
klar, dvs. de hade i princip obegransat med tid for att 16sa problemet. | prak-
tiken visade det sig att ingen elev behtvde mer &n 14 minuter for att 16sa
nagot av problemen.

Intervjuer efter observationer

I samband med varje observation genomférde jag en kontextuell intervju
med varje deltagare. Intervjuerna, som genomfordes i direkt anslutning till
observationen, fokuserade elevernas tankar och upplevelser av problemlds-
ningen. Ambitionen var att ta reda pa sadant som de mojligtvis missat att
kommunicera under problemldsningen; bl.a. resultatet av deras generalise-
ringar, dvs. det matematiska minnets ndrvaro i problemldsningsprocessen.

Den kontextuella intervjun saknade en bestamd intervjuguide, daremot var
den forankrad i den tidigare genomférda observationen. For att eleverna pa
ett battre satt skulle kunna anknyta till sina tankar fran den nyligen avslutade
uppgiften, hade de tillgang till sina anteckningar fran problemlésningen.
Dessa intervjuer var i genomsnitt 4 minuter langa och kompletterade de tidi-
gare genomfdrda observationerna.

Etiska stallningstaganden

Att uppvisa god etik &r en viktig princip i genomforandet av vetenskapliga
studier. For forskaren ar det naturligtvis av stort intresse att producera nya
och intressanta resultat men intresset bor vagas mot kravet pa skydd for de
individer som har deltagit i studien (Larsson, 2005). | den avvagningen &r
det viktigt att inse att man aldrig kan garantera absolut skydd for deltagarna
eftersom tekniska och méanskliga faktorer, som forskaren inte kan ha kontroll
over, kan paverka deltagarnas integritetsskydd.

Studiens etiska stéallningstaganden Overensstammer med Vetenskapsradets
forskningsetiska principer (2009) — en narmare beskrivning av dessa aspek-
ter foljer harnast. Infor studien har varje deltagande elev fatt information om
studiens syfte och om deras roll i projektet. Den informationen, i form av ett
brev, har sedan skickats till elevernas malsman (bilaga 1). Infor studien har
malsman for de deltagande eleverna givit sina skriftliga godkannanden for
att eleverna ska fa medverka i studien.

Varken skolan eller staden som eleverna studerar i har angivits i den skriftli-
ga redovisningen av studien; &ven i kontakter med kollegor och bekanta har
jag undvikit att namnge eleverna och deras skola. Matematiklararen ndmns
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inte heller med namn, utan ndmns endast som “ldraren” i studien. Elevernas
namn har ocksa avkodats direkt efter transkribering.

Ett annat etiskt problem dok upp nar det inspelade samtalet skulle transkribe-
ras. Detta dilemma grundas i att under observationerna och i den efterféljan-
de intervjun anvéande eleverna ett nagot slarvigt talsprak. Ljudupptagningen
vittnar om att eleverna ofta sade ”ba” eller ”assd” — jag valde att transkribera
dessa uttryck som de bor se ut i en skriven text, dvs. ”ba” blev “bara” och
”assd” blev alltsd”. Detta beror pa jag pa ett anviandbart och begripligt sitt
ville aterge innehallet i elevernas uttalanden. Med de namnda reservationer-
na har jag ordagrant transkriberat det insamlade materialet. Bade det inspe-
lade och det transkriberade materialet har forvarats i kassaskap pa mina olika
arbetsplatser; analysarbetet har skett i enskildhet eller i miljéer dar nérvaran-
de personer varken kunde identifiera skolan eller eleverna.

Deltagande elever har fatt varsin biobiljett efter de genomforda observatio-
nerna. Pa sa satt ville jag visa min uppskattning av att eleverna pa sin fritid
har deltagit i denna studie. Biobiljetterna hade jag kdpt for egna pengar och
eleverna visste inte i forvag att de skulle fa nagon form av beléning for sin
medverkan i projektet.
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Analys

Som jag ndmnde i avsnittet som beskriver undersékningsmetoder, valde jag
att kombinera flera olika metoder under datainsamlingen. Jag anvande dikta-
fon for att spela in alla yttranden under problemlésningen, for att komplette-
ra ljudinspelningen registrerades elevernas skriftliga I6sningar och yttranden
aven med digitala metoder. Under problemldsningen anvande jag en halv-
strukturerad observationsmetod, vilket innebdr att eleverna dels kommunice-
rade sina tankar fritt, dels svarade pa i forvag bestamda fragor. Efter pro-
bleml6sningen genomférde jag en kontextuell intervju vars syfte var att
klargora elevers tankar och upplevelser i samband den nyligen genomforda
observationen.

Analysmall for de undersokta formagorna

I avsnittet som behandlar teoretiska perspektiv redovisar jag flera anledning-
ar till varfor just foljande tre huvudkomponenter av den sammansatta mate-
matiska formagan undersoktes med hjalp av den presenterade studien:

e formagan att insamla och formalisera matematisk information,
e formagan att bearbeta matematisk information och

e formagan att minnas matematisk information.

I samma avsnitt visar en djupare analys av det matematiska minnets egen-
skaper att det framforallt ar ett minne for generaliserade samband och att det
matematiska minnet aven kan formas under problemlésningsprocessen (Kru-
tetskii, 1976). | det avseendet blir

e formagan att generalisera matematiska samband, som &r en kompo-
nent i formagan att bearbeta matematisk information

en viktig forutsattning i skapandet av matematiska minnen. Darfér kommer
jag att forsoka identifiera dven den formagan i denna studie.

Foljaktligen, med utgangspunkt i Krutetskiis (1976) definitioner, konstruera-
de jag en analysmall for att lattare kunna identifiera de formagor som denna
studie fokuserar. Mallen innehaller aven exempel pa de matematiska aktivi-
teterna som synliggor aktuella formagor under problemldsningens olika fa-
ser.
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Analysmall

1) formagan att insamla och formalisera matematisk information, t.ex.
formaga att se den formella strukturen i ett matematiskt material, forma-
ga att gora bade analys och syntes samtidigt av ett matematiskt material
och pa sa satt fanga helheten utan att tappa delarna

e t.ex. eleven tanker, ritar, noterar eller bestammer relationer mellan
storheter och variabler.

2) formagan att bearbeta matematisk information, t.ex. formaga till logiskt
tdnkande, systematiskt och sekventiellt tdnkande, flexibilitet i tinkandet
samt en stravan efter att forenkla och forkorta resonemanget i en pro-
blemldsning

e t.ex. eleven anvander kdnda metoder for problemldsning eller kon-
trollerar sin valda metod.

3) formagan att generalisera matematiska samband, dvs. formagan att in-
forliva ett specialfall i ett, for eleven, kant generellt sammanhang, for-
maga att fran ett eller flera specialfall kunna se allmangiltiga samband
eller relationer

o t.ex. eleven upptacker samma typ av problem i ett annat samman-
hang eller inser att flera numeriska I6sningar leder till en allmén al-
gebraisk 16sning.

4) formagan att minnas matematisk information, t.ex. formaga att minnas
matematiska relationer, problemtyper och huvudsakliga argument i bevis

e tex. eleven kommer ihdag formeln for cirkelns area eller minns att
man kan gdra om det givna problemet till en ekvation eller en olik-
het.

Under analysen har jag anvant ovanstaende numrering av férmagor (1, 2, 3
och 4) for att pa ett enklare satt kunna notera kopplingar mellan framtradan-
de monster och matematiska formagor i det empiriska materialet.

Analys av de givna matematiska problemen

Innan eleverna skulle delta i studien, genomforde jag en a-priori analys av
problemen, for att kartlagga de matematiska formagor och faser som skulle
kunna vara méjliga att identifiera under respektive problems I6sning. Syftet
med a-priori analysen var att avgransa de, i analysmallen beskrivna, férma-
gor som kunde identifieras under problemens Igsning.

A-priori analysen identifierade matematiska formagor pa tva olika abstrak-
tionsnivaer. De formagor som direkt kan observeras i skriftliga 16sningar och
muntliga yttranden utgor det manifesta innehallet i det empiriska materialet.
Formagor som inte direkt kan observeras under problemldsningsprocessen —
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t.ex. formagan att minnas matematisk information — utgér det latenta inne-
hallet i det empiriska materialet.

Forekomsten av latent innehall leder naturligtvis till insikten att skriftliga
I6sningar inte kan pavisa alla formagor som interagerar i den dynamiska
matematiska formagan som anvands under problemets lésning. Analysen
och tolkningen av det latenta innehallet beskrivs narmare i avsnitten Obser-
vationsanalys respektive Intervjuanalys.

A-priori analys av Problem 1

| en halvcirkel ritar vi ytterligare tva halvcirklar, enligt
figuren.

Ar den stora halvcirkelns langd stérre, mindre eller
lika med summan av de tva inskriva halvcirklarnas
langder?

Motivera ditt svar.

Losning av Problem 1

Uppgiften kan I6sas huvudsakligen pa tva kvalitativt skilda satt.
Ldsning | — det allménna fallet

Notera den stora cirkelns diameter med d

Den stora cirkelns omkrets =z - d

Den stora halvcirkelns langd =« - d/2

Notera den mindre inskrivna cirkelns diameter med x

Den storre inskrivna cirkelns diameter = d — x

Summan av de tva inskrivna cirklarnas omkrets =« - X + n(d — X) = nx + nd —
X = nd

Summan av de tva inskrivna halvcirklarnas langder = x - d/2
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Svar: Den stora halvcirkelns langd &r lika med summan av de tva inskriva
halvcirklarnas langder.

Losning 11 — numerisk ansats som leder till det allménna fallet
Ange den stora cirkelns diameter med ett tal, t.ex. 3

Den stora cirkelns omkrets =« - 3

Den stora halvcirkelns langd =t - 3/2= 1,57

Notera den mindre inskrivna cirkelns diameter med 1

Den storre inskrivna cirkelns diameter =3 -1 =2

Summan av de tva inskriva cirklarnas omkrets = -1 +7n-2=3n
Summan av de tva inskriva halvcirklarnas langder =z - 3/2 = 1,5n
Sedan testas det med ett nytt tal for den stora cirkelns diameter, t.ex. 5
Ovanstaende procedur upprepas for att testa om de tva langderna ar lika.

Efter det kan man generalisera resultaten, genom att t.ex. konstatera att ”Det-
ta verkar stamma i varije cirkel. Lat oss notera den omskrivna cirkelns diame-
ter med d, den minsta cirkelns diameter med x och den andra cirkelns diame-
ter med d — x”.

Sedan genomfdér man den ovan beskrivna allménna lésningen.

Svar: Den stora halvcirkelns langd ar lika med summan av de tva inskriva
halvcirklarnas langder.

A-priori analys av matematiska férmagor under problemldsningspro-
cessen

1) formagan att insamla och formalisera matematisk information

Manifest innehall: eleven bestammer, genom att rita, notera, tala eller pa
annat satt yttra sig, relationer mellan storheter och variabler. Eleven anvan-
der numeriska varden, muntliga yttranden eller symboliska notationer for att
ange samband mellan cirklarnas diameter.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. elevens tankeverksamhet ndr eleven &r tyst utan att redogdra for
sina antaganden.

2) formagan att bearbeta matematisk information

Manifest innehdll: eleven anvander formeln for cirkelns omkrets for att be-
rékna cirklarnas omkrets och halvcirklarnas langder. Eleven utfér matema-
tiska operationer med hjalp av siffror och symboler. Eleven hoppar 6ver steg
i berdkningar for att forkorta resonemanget; t.ex. eleven dividerar inte cirk-
larnas omkrets med 2 for att berdkna halvcirklarnas langder. Eleven kontrol-
lerar om berékningarna stammer.
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Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. om eleven har svart att genomfora berdkningarna utan att forklara
varfor eller om eleven utfor berédkningar endast i huvudet.

3) formagan att generalisera matematisk information

Manifest innehall: eleven anvander de numeriska berakningarna for halv-
cirklarnas langder for att inse att férhallandet mellan halvcirklarnas langder
alltid stammer. Efter det noterar eleven cirklarnas diameter med symboler
och visar att forhallandet mellan halvcirklarnas langder stammer aven i det
allménna fallet.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. varfor eleven inte klarar av att dra slutsatser fran numeriska berak-
ningar for att inse att forhallandet mellan halvcirklarnas langder alltid stam-
mer.

4) formagan att minnas matematisk information

Manifest innehall: eleven yttrar sig om att det givna problemet paminner om
ett annat problem eller en generell problemtyp. Eleven anvander generalise-
rade lésningsmetoder, t.ex. bestdammer sig att anvanda ekvationer och likhe-
ter under losningsprocessen. Eleven kommer ihag den korrekta formeln for
cirkelns omkrets, eleven kommer ihdg I6sningsmetoder for ekvationer och
olikheter.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. varfor eleven inte associerar det givna problemet till nagot annat
problem eller varfor eleven inte kommer ihag formeln for cirkelns omkrets
och losningsmetoder for ekvationer och olikheter.

A-priori analys av Problem 2

Maria och Peter vill kdpa en cd-skiva. | affaren inser de att Maria har 24 kr
mindre och Peter 2 kr mindre &n vad skivan kostar. Aven nir de lagger ihop
sina pengar, sa racker inte pengarna for att kunna kdpa cd-skivan.

Hur mycket kostar cd-skivan och hur mycket pengar har Maria respektive
Peter?

Ldsning av Problem 2

Uppgiften kan I6sas huvudsakligen pa tva kvalitativt skilda satt.
Ldsning | — det allménna fallet

Notera skivans pris med x

Marias pengar = x — 24

Peters pengar = x — 2

Summan av Marias och Peters pengar (x — 24) + (x — 2) = 2x — 26
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Forhallandet mellan deras pengar och skivans pris ar 2x — 26 < x, vilket leder
till x < 26, dvs. att skivan kostar mindre &n 26 kr.

Nu har vi fatt sambanden

X < 26, Marias pengar < 2 och Peters pengar < 24.
Foljaktligen galler att

24 < x < 26, Marias pengar = x — 24 och Peters pengar = X — 2.

Svar: Skivan kostar mellan 24 och 26 kr, Maria har 24 kr mindre och Peter
har 2 kr mindre &n vad skivan kostar. Pa grund av att skivans pris kan ut-
tryckas i kronor och 6ren, sa skulle det kunna finnas det ett stort antal mojli-
ga losningar; t.ex. om skivan kostar 25,90 kr, sa skulle Maria ha 1,90 kr och
Peter 23,90 kr. Men eftersom 6resmynt inte langre anvéands, s maste Marias
och Peters pengar uttryckas i hela kronor. Det enda mdjliga heltalsvarde for
skivans pris ar 25 kr. | sa fall har Maria 1 kr och Peter 23 kr.

Losning 11 — numerisk ansats som leder till det alilmanna fallet
Testar om skivans pris &r t.ex. 100 kr

Marias pengar = 100 — 24 =76 kr

Peters pengar = 100 — 2 = 98 kr

Summan av Marias och Peters pengar 76 + 98 = 174 kr, dvs. mer &n vad
skivan Kkostar.

Testar med ett nytt varde for skivans pris, t.ex. 50 kr, och inser att summan
av Marias och Peters pengar ar fortfarande storre an skivans pris.

Genom att upprepa metoden, kommer man fram till att skivans pris ar 25 kr.

Sedan genomfdr man den allméanna I6sningen (beskriven vid Ldsning 1) for
att visa att skivans pris ligger mellan 24 och 26 kr, Maria har 24 kr mindre
och Peter har 2 kr mindre an vad skivan kostar.

Svar: Skivan kostar mellan 24 och 26 kr, Maria har 24 kr mindre och Peter
har 2 kr mindre an vad skivan kostar. Pa grund av att skivans pris kan ut-
tryckas i kronor och 6ren, sa skulle det kunna finnas det ett stort antal mojli-
ga losningar; t.ex. om skivan kostar 25,90 kr, sa skulle Maria ha 1,90 kr och
Peter 23,90 kr. Men eftersom 6resmynt inte langre anvands, s maste Marias
och Peters pengar uttryckas i hela kronor. Det enda mdjliga heltalsvarde for
skivans pris ar 25 kr. | sa fall har Maria 1 kr och Peter 23 kr.

A-priori analys av matematiska formagor under problemldsningspro-
cessen

1) formagan att insamla och formalisera matematisk information

Manifest innehall: eleven genom att rita, notera, tala eller pa annat satt yttra
sig bestdmmer relationer mellan storheter och variabler. Eleven anvénder
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numeriska vérden, muntliga yttranden eller symboliska notationer for att
ange samband mellan skivans pris, Marias pengar och Peters pengar.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. elevens tankeverksamhet nar eleven ar tyst utan att redogéra for
sina antaganden.

2) formagan att bearbeta matematisk information

Manifest innehall: eleven anvander ekvationer och olikheter for att berakna
vad skivan kostar samt hur mycket pengar Maria respektive Peter har. Ele-
ven anvander losningsmetoder for ekvationer och olikheter. Eleven utfor
matematiska operationer med hjalp av siffror och symboler. Eleven redogor
med hjélp av logiskt och systematiskt resonemang vad skivans pris ar. Dar-
efter bestdimmer eleven vérdet for Marias respektive Peters pengar. Eleven
kontrollerar om berdakningarna stammer.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. om eleven har svart att genomfora berdkningarna utan att forklara
varfor, om eleven endast utfor berakningar i huvudet eller om eleven blir
oséker nér den ska l6sa ekvationer som leder till olikheter.

3) formagan att generalisera matematiska samband

Manifest innehall: eleven testar olika numeriska berakningar for att bestam-
ma skivans pris och generaliserar sedan dessa berakningar genom att beréak-
na skivans pris i det allmanna fallet. Efter det visar eleven att skivan kostar
mellan 24 och 26 kr.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. varfor eleven inte klarar av att dra slutsatsen fran numeriska berak-
ningar att skivan kostar mellan 24 och 26 kr eller varfor eleven drar slutsat-
sen att skivans pris ar 25 kr endast pa grund av numeriska berakningar.

4) formagan att minnas matematisk information

Manifest innehall: eleven yttrar sig om att det givna problemet paminner om
ett annat problem eller en generell problemtyp. Eleven anvander generalise-
rade l6sningsmetoder, t.ex. bestaimmer sig for att I6sa uppgiften med hjélp av
ekvationer och olikheter. Eleven kommer ihdg losningsmetoder for ekvatio-
ner och olikheter.

Latent innehall: det som inte kan observeras i skrift eller i muntliga yttran-
den, t.ex. varfor eleven inte associerar det givna problemet till nagot annat
problem eller varfor eleven inte kommer ihag I6sningsmetoder for ekvatio-
ner och olikheter.
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Observationsanalys

Observationen gav tva olika dataméangder som beskriver samma foreteelse:
dels den digitala inspelningen av elevernas lésningar och dels ljudupptag-
ningarna under I6sningsprocessen. Bada slagen av inspelningar var av hog
kvalitet. Den digitala inspelningen resulterade i en exakt linjar atergivning av
elevernas skriftliga I6sningar. Ljudupptagningarna transkriberades med ex-
akt ordalydelse, dar samtliga ljud, sasom stakningar, upprepningar och
hummanden inkluderades. Jag anvande den typen av transkribering med
tanke pa att eleverna ar ovana vid att muntligt reflektera Gver sina egna 16s-
ningsmetoder och jag ville fanga varje muntligt uttryck hos dem. I de tran-
skriberade textfilerna angav jag tidsmarkdérer for varje minut, i den digitala
dataméngden &r varje handelse automatiskt kopplad till en exakt tidpunkt,
som uttrycks med sekunders noggrannhet.

Syftet med min analys var dels att identifiera matematiska formagor sa som
Krutetskii (1976) har definierat dem, dels att undersdka interaktionen mellan
dessa formagor. |1 den namnda interaktionen hade jag sarskilt fokus pa det
matematiska minnets roll i problemldsningsprocessen.

Innehallsanalys kan goras pa olika abstraktionsnivaer. Bade den digitala
inspelningen av elevernas losningar och ljudupptagningarna analyserades
med hjélp av kvalitativ innehallsanalys inspirerad av Graneheim och Lund-
man (2004) samt Kress och van Leeuwen (2001). Kvalitativ innehallsanalys
handlar om att identifiera, koda och kategorisera grundldggande monster i
det empiriska innehallet. Analysmetoden innebar att den transkriberade tex-
ten lastes igenom noggrant flera ganger for att skapa en kansla for helheten.
Efter att ha bekantat mig med texten, brét jag ner den i meningsbarande
enheter. De meningsbédrande enheterna bestod av ord och meningar med
samma inbordes innehall, relaterade till Krutetskiis (1976) beskrivning av de
matematiska formagor som jag valde att identifiera under problemlésningen.

Enheterna noterades med exakta tidsmarkeringar. For att korta ner texten
men anda behalla innehallet, reducerades dessa enheter till kondenserade
enheter. Darefter kodades och sorterades de kondenserade enheterna i kate-
gorier som motsvarar respektive matematiska formagor.

Analysmetoden synliggjorde de formagor och faser som direkt uttrycktes i
texten, dvs. det manifesta innehallet i observationen. Efter att jag hade till-
gang till det manifesta innehallet, analyserade jag aven det latenta innehallet
i det empiriska materialet. Det latenta innehallet analyserades med hjalp av
min tolkning av all tillgdnglig material, efter att ha sammanfort dataméangder
fran observationer och efterféljande intervjuer. Analysen av det latenta inne-
hallet beskrivs narmare i nasta avsnitt.

Harnast kommer jag, for 6verskadlighetens skull, att exemplifiera min analys
med data som i olika former ar kopplad till elev X3. Observationsanalysen
kommer jag att tydliggdra med hjélp av dataméngden som samlades in mel-
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lan tiden 0.30 och 1.40 under I8sningen av Problem 1. De generella matema-
tiska formagorna ar kodade enligt foljande:

e 1 betyder formagan att insamla och formalisera matematisk infor-
mation,

e 2 betyder formagan att bearbeta matematisk information,
e 3 betyder formagan att generalisera matematiska samband och

e 4 star for formagan att minnas matematisk information.
Forst analyserade jag den transkriberade ljudfilen enligt féljande modell.

Tid | Transkription — X3 Matematisk
formaga

manifest innehall

0.30 | X3: Alltsa eh. Just ja, har kommer vi ju att | 1 eller 4
bara anvanda vilken radie dom har och sé-
dant. Man skulle ...

0.43 | O: Du kan rita av det igen om det kénns
tryggare for dig, sa gor precis som du vill.

0.55 | X3: Basicly det vi forsoker fa fram, dr... Om | 1eller 4
jag har ... Om vi har en diameter och sa ...
Ar det ju ... Om pi ganger diametern, #r
detsamma som pi ganger typ diametern mi-
nus den dar langden minus x. Och sa sedan,
plus pi ganger x.

1.40

Efter ovanstaende analys kunde jag inte entydigt koppla de identifierade
meningsbarande enheterna till nagon enskild matematisk formaga eller fas;
det var omgjligt att endast med hjalp av den transkriberade texten géra en
sadan koppling.

I nésta steg analyserade jag elevernas digitalt inspelade anteckningar. De
kondenserade enheterna noterades med exakta tidsmarkeringar och kategori-
serades. Det som elev X3 noterade under tidsperioden 0.30 och 1.40 foljer
nedan. Mina kommentarer och observationer &r kursiverade i tabellen.
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Tid | Digitalt inspelad l6sning — X3 Matematisk
formaga

manifest innehall

0.45 | ritar tre halvcirklar enligt uppgiftstexten 1

1.00 | nd leller 4
1.08 | ( leller 4
1.11 | d—X)—nx 1

1.40

Efter den hdr analysen kunde jag inte entydigt koppla de meningsbérande
enheterna vid 1.00 och vid 1.08 till nagon av de tva observerade matematis-
ka formagorna.

Till en boérjan analyserade jag den transkriberade texten och de inspelade
I6sningarna var for sig. Analysen innebar att jag hade studerat tva olika tex-
ter som beskrev samma observation. Detta medférde att en dévervéagande del
av de meningsbarande enheterna kunde kopplas till matematiska férmagor
men vid analysens slutfas fanns det fortfarande enheter som jag hade svart
att identifiera pa ett entydigt stt.

For att pa ett battre satt kartlagga materialet beslutade jag att sammanfora de
tva analyserna dar olika modaliteter samverkade. Detta resulterade i en battre
forstaelse av elevens agerande. De sammanforda texterna under tidsperioden
0.30 och 1.40 féljer nedan. Informationen i tabellen ska tolkas pa féljande
satt: det som star under rubriken Digitalt inspelad 16sning ar en redovisning
av det elever har skrivit eller ritat under problemldsningen, under rubriken
Transkription finns det utdrag fran den transkriberade ljudfilen och mina
kommentarer &r kursiverade.

Tid | Digitalt Transkription — X3 Matematisk
inspelad formaga
l6sning manifest innehall

0.30 X3: Alltsa eh. Just ja, hér | 1eller 4
kommer vi ju att bara anvanda
vilken radie dom har och sa-
dant. Man skulle...

0.45 | ritar tre 1
halvcirk-
lar enligt
uppgifts-
texten
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0.55 X3: Basicly det vi forsoker fa | 1
fram, dr... Om jag har ... Om
vi har en diameter och sé ...

Ar det ju ...
1.00 | =nd eleven kommer ihag formeln | 4
for cirkelns omkrets
1.08 | = ( leller 4

1.11 | d-x)—=nx | X3: Om pi ganger diametern, | 1
ar detsamma som pi ganger
typ diametern minus den dar
langden minus x. Och s& se-
1.40 dan, plus pi ganger x.

Ovanstaende exempel visar hur de sammanforda modaliteterna mojliggjorde
en identifiering av de meningsharande enheterna som dyker upp vid 0.45,
0.55 och 1.00 samt enheten mellan 1.11 och 1.40. Problemet var naturligtvis
att det manifesta innehallet vid 0.30 respektive 1.08 fortfarande inte kunde
entydigt kopplas till ndgon matematisk formaga. Dessutom upptéckte jag att
eleven sdger “plus ... pi ganger X” men skriver ”— nx”, vilket naturligtvis
kunde ha paverkat nasta steg i problemldsningsprocessen.

99, ,1%%

En annan intressant aspekt dr att eleven vid 0.55 skiftar mellan “’vi” och
”jag”, ndr hon séger “Basicly det vi forsoker fi fram, &r... Om jag har ...
Om vi har en diameter och sa ...”. Det verkar som att nér hon ska 16sa upp-
giften, blir hon medveten om att l6sningsprocessen maste motiveras och da
skiftar hon fran “jag” till den, i matematiska sammanhang ofta anvénda,
tilltalsformen vi”. Observationen tyder pa att elever pratar pa ett sitt som
det forvéntas av dem i matematiska sammanhang: matematiker tolkar varl-
den med tilltalsformen vi eftersom matematiska resultat ar universella.

For att fa en battre forstaelse av hur de studerade enheterna kunde kopplas
till Krutetskiis (1976) matematiska formagor, analyserade jag i nasta steg
aven intervjuerna som genomfordes i anslutning till observationerna.

Analys av efterféljande intervjuer

Aven dessa inspelningar var av hdg kvalitet och ljudupptagningarna tran-
skriberades med exakt ordalydelse framforallt med tanke pa att eleverna &r
ovana att muntligt reflektera dver matematisk problemldsning. | de transkri-
berade texterna angavs inga tidsmarkdrer, eftersom tidsaspekten i dessa in-
tervjuer var ointressant med avseende pa problemldsningsprocessen; inter-
vjuernas innehall kunde endast pa ett logiskt sétt kopplas till observationer-
na.
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De strukturerade intervjuerna genomfordes direkt efter observationen; inter-
vjuerna fokuserade elevernas upplevelser och tankar i samband med pro-
bleml6sningen. Det huvudsakliga syftet med intervjuerna var att kartlagga
det matematiska minnets férekomst under problemlésningen.

Aven intervjuerna analyserades med hjalp av kvalitativ innehallsanalys.
Under analysen forsokte jag inta en attityd av kritisk dppenhet, genom att
kontinuerligt reflektera dver pa vilket satt min forforstaelse styr analysarbe-
tet. Identifieringen och kategoriseringen av meningshbarande enheter som
relaterade till Krutetskiis (1976) beskrivning av matematiska férmagor och
faser tjanade studiens syfte i flera avseenden.

Analysen visar att ingen av eleverna kunde minnas att de tidigare har sett
problemen som de skulle I6sa. Pa det séttet uppfyllde de valda uppgifterna
kriterierna av att vara nya, utmanande problem som inte &r av standardkarak-
tar — vilket var en nyckelfraga vid studiens utformning.

Men intervjuanalysen hjélpte mig dven i ett annat viktigt avseende; att analy-
sera det latenta innehallet i det empiriska materialet. Efter att ha sammanfort
datamangder fran observationer och efterféljande intervjuer blev det mojligt
att koppla aven sadana meningsbarande enheter till matematiska férmagor
som efter observationsanalysen var fortfarande tveksamma.

For att illustrera hur jag tolkade det latenta innehallet fran observationerna
med hjalp av all tillgdnglig material, exemplifierar jag med delar av den
direkt efterfoljande intervjun med elev X3. Intervjumaterialet kunde kopplas
till de sammanforda texterna fran observationsanalysen vid tidsperioden 0.30
till 1.40.

X3: Eftersom att det &r det de har gemensamt. Om jag kollar pa det, sa
ser jag, sa, jag ser en massa cirkelbagar som star Gver pa samma
stracka. Den hér strackan ar det de har gemensamt.

O: Mm.

X3: Och da uttrycker man det helt enkelt som att, ja, man uttrycker de-
ras olika diametrar som nagonting av varandra.

0: Ja.

X3: Det liknar en annan uppgift som jag gillar valdigt mycket sa...
O: Jaha.

X3: En triangel...

O: Sa det var, det liknade en uppgift med trianglar.

X3: Precis.

O: Okey.

X3: Det ar lite samma sak dar, man méaste, man maste kolla vad dom
har for sidor gemensamt.
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Sedan, ndr X3 sammanfattar sina upplevelser i samband med problemlds-
ningen, fortsétter hon att relatera Problem 1 till uppgiften som hon nyligen
beskrev, men hon medger att uppgifterna inte ar sa lika.

X3: Eh jag har inte sett dom. Jag vet cirkelbagarna, jag har sett liknan-
de uppgifter med. Fast jag tror, ja, inte bara den, utan nagon annan
med cirkelbdgar, men jag har aldrig liksom...

O: Nej.
X3: ... haft just dom.
O: Och det var intressant att du just tankte just pa det dar med triangel.

X3: Mm, jag vet, alltsd dom ar ju egentligen inte sa lika. Det &r bara
det att jag fir samma tankegéng nér jag ser den dér. Eftersom att ...

O: Nér du ser den ratvinkliga triangeln.

X3: Precis, om man loser den dér, det forsta man gor da, det ar ju att
man gor upp formler for...

O: Mm.
X3: ... hur olika trianglar och kvadrater, insidan av den ser ut.
O: Ja.

X3: Precis som ddr, om man uttrycker olika sidor genom och ta, en
sida minus andra, precis som i den...

Intervjun ledde till att det manifesta innehallet vid 0.30 kunde kompletteras
med elevens uttalande “Eftersom att det dr det de har gemensamt. Om jag
kollar pa det, sa ser jag, sa, jag ser en massa cirkelbagar som star éver pa
samma stracka. Den hér striackan 4r det de har gemensamt”.

Pa sa satt bekrdftades mitt antagande att nar eleven ritade cirkelbagar, sa
upptackte hon den formella strukturen i problemet, dvs. hon anvénde sin
formaga att insamla och formalisera matematisk information (formaga 1).

Det matematiska minnet identifierades med hjélp av det latenta innehallet.
Hennes nésta uttalande ”Det liknar en annan uppgift som jag gillar véldigt
mycket” vittnar om ett minne for generaliseringar, dvs. ett semantiskt minne
— pa sa sétt tolkade jag att dven formagan att minnas matematisk information
(formaga 4) var narvarande i den aktuella enheten. Darmed bekraftades Kru-
tetskiis (1976) antagande, att det matematiska minnet ar standigt narvarande
i fasen nér elever samlar in matematisk information.

Efter intervjuanalysen kunde jag identifiera det matematiska minnets ndrvaro
aven i den meningsbérande enheten vid 1.08. | analysen av det digitala mate-
rialet noterade jag att eleven stannade upp i sitt skrivande och var tyst i ett
par sekunder. Fragan var naturligtvis vad eleven tankte pa under den tiden.
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Mitt antagande efter den foregaende analysen var att hon antingen samlade
in och formaliserade matematisk information (formaga 1) eller att hon for-
sokte minnas matematisk information (formaga 4) for att kunna losa uppgif-
ten.

Hennes uttalande

X3: Och da uttrycker man det helt enkelt som att, ja, man uttrycker de-
ras olika diametrar som nagonting av varandra.

i samband med att hon nagot senare papekar att

X3: Mm, jag vet, alltsa dom &r ju egentligen inte sa lika. Det ar bara
det att jag far samma tankegang nar jag ser den dar.

tyder pa att hon relaterar det givna problemet till en liknande uppgift.
Och i nasta steg forklarar hon hur sadana problem ska lésas:

X3: Precis som dédr, om man uttrycker olika sidor genom och ta, en
sida minus andra, precis som i den...

Né&r hon fortséatter relatera till uppgiften som hon minns, bekréftas antagandet
att det handlar om ett generaliserande minne, dvs. formagan att minnas ma-
tematisk information (formaga 4), eftersom uppgiften som hon relaterar till
handlar om att berékna sidan av en kvadrat som &r inskriven i en triangel. En
uppgift som har en annorlunda kontext. Men det ar I6sningsmetoden som
hon minns nar hon l6ser det aktuella problemet — inte kontext och konkreta
siffror — vilket ar helt i linje med definitionen av matematiskt minne. Aven
tidslangden, dvs. att det tar s pass lang tid som 3 sekunder innan hon fort-
sdtter med skrivandet, vittnar om att det inte ar procedurminnet som an-
vands. Automatiserade processer fors dver till arbetsminnet blixtsnabbt, utan
att belasta det, medan semantiska minnen tar langre tid att aktualisera (Ing-
var, 2009b).

Foljaktligen kunde jag koppla de meningsbéarande enheterna i den ndmnda
fasen pa foljande satt, mina kommentarer och observationer ar kursiverade i
tabellen:

Tid | Digitalt Transkription — X3 Formaga
inspelad
I6sning
0.22 tystnad 1,4
intervju:

X3: Det jag sag forst och framst, nar jag
kollar pa uppgiften, det forsta jag ser ar
ju att jag maste kolla pa diametrarna.

X3: Det liknar en annan uppgift som jag
gillar vildigt mycket sa...
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0.30 X3: Just ja har kommer vi ju och bara | 1, 4
anvanda, vilken radie den har. Man skul-
le...

intervju:

X3: Eftersom att det & det dom har
gemensamt, om jag kollar pa det sa ser
jag, sa, jag ser en massa cirkelbagar som
star Over pa samma stracka, den har
strackan ar det dom har gemensamt.

0.45 | ritar tre 1
halvcirklar

0.55 X3: Basicly det vi forsoker fa fram, ar... | 1
Om jag har ... Om vi har en diameter
ochséd ... Ardetju...

1.00 |=nd eleven kommer ihag formeln for cirkeln | 4
omkrets
1.08 | =n( intervju: 4

X3: Och da uttrycker man det helt enkelt
som att, ja, man uttrycker deras olika
diametrar som nagonting av varandra.

X3: Precis, om man l6ser den dar, det
forsta man gor da, det &r ju att man gor
upp formler for ... hur olika trianglar
och kvadrater, insidan av den ser ut.

X3: Precis som dar, om man uttrycker
olika sidor genom och ta, en sida minus
andra, precis som i den...

111 |d—x)—nx | X3: Om pi ganger diametern, ar det- | 1
samma som pi ganger typ diametern
minus, den dar langden, minus x. Och sa
sedan, plus pi ganger x.

1.40 intervju:

X3: Och sa ar det bara att komma pa
nagon liten fin formel med en massa
bokstéver.

Exemplet visar hur de meningsbérande enheterna kopplades till de studerade
matematiska formagorna. Vid nagra enheter var det omojligt att entydigt
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identifiera och darmed isolera det manifesta innehallet. Det resulterade i att
dessa enheter noteras med bada narvarande féormagorna, som t.ex. enheterna
vid 0.22 respektive 0.30.

Efter analysens genomférande, har jag bade kvalitativt och kvantitativt
sammanstéllt de monster som trddde fram under analysprocessen. En sam-
manfattande och mera detaljerad diskussion av de identifierade monstren
foljer i avsnittet som behandlar studiens resultat.

Analysens reliabilitet

Eftersom jag har genomfort analysen av det empiriska materialet pa egen
hand, ville jag med hjalp av en utomstaende bedémare testa processens reli-
abilitet, dvs. att min analys haller en godtagbar niva av tillforlitlighet. Kon-
trollen skedde i samarbete med en universitetslektor i matematikdidaktik,
som i det har fallet antog rollen som utomstaende bedomare. Lektorn kon-
trollerade en sjattedel av det totala empiriska materialet, i det har fallet bada
problemldsningsprocesserna som hoérde till en slumpmassigt utvald elev. |
den analysen anvande universitetslektorn samma analysmall — innehallande
Krutetskiis (1976) matematiska formagor — som jag har anvant. Reliabili-
tetskontrollen resulterade i att den utomstaende beddmaren och jag hade
samma uppfattning om de observerade formagorna vid 27 av de totalt jam-
forda 29 meningshérande enheterna. Den hoga andelen dverensstimmande
uppfattningar om identifierade matematiska formagor indikerar att analysen
av det empiriska materialet har en godtagbar niva av reliabilitet.
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Resultat

Analysen har lett till information av tva olika slag om matematiska forma-
gors interaktion och det matematiska minnets roll i problemlésningsproces-
sen: kvantitativa respektive kvalitativa resultat. Inledningsvis kommer jag att
redovisa resultaten som galler de matematiska formagornas interaktion, efter
det kommer jag att redogora for det matematiska minnets roll i processen.

Matematiska formagors interaktion vid problemldsning
av nya matematiska problem

Gemensamma faser i problemlésningen

Innan jag presenterar kvantitativa data som analysen har resulterat i, ska jag
redovisa de observationer som har lagt grunden till den kvantifierade redo-
visningen. Efter att ha analyserat det empiriska materialet av elevernas ma-
tematiska aktiviteter, kunde jag upptacka nagra generella monster i data-
mangden. Den forsta generella observationen &r att elevernas aktiviteter
framforallt bestar av tre huvudsakliga faser och att dessa faser féljer en be-
stdmd kronologisk ordning.

1. Varje probleml6sningsaktivitet inleds med fasen dar bade férmagan att
insamla och formalisera matematisk information (formaga 1) samt formagan
att minnas matematisk information (férmaga 4) ar narvarande. Dessa tva
formagor ar oftast sa intimt forknippade med varandra att det &r mycket pro-
blematiskt att bestdmma ordningsféljden mellan dem.

| foregaende avsnitt har jag redan visat hur dessa tva formagor i den inledan-
de fasen samverkar hos elev X3, harnast exemplifierar jag med den inledan-
de fasen hos elev X6 vid l6sning av Problem 1:

Tid | Digitalt | Transkription — X6 Formaga
inspelad
l6sning
0.10 eleven ar tyst 1,4
intervju:
O: Och d& tankte du, vad tankte du forst
pa?

X6: Eh ... hur man ridknade ut arean av
sadana har figurer.

O:Omkretsen.
X6: Ja, omkretsen, jag menar omkretsen.
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X6: Ja, om man kunde se nagot samband,
typ.

X6: Ja, jag behovde en om... Alltsa
gemensam variabel, eller variabel.

eleven samlar in information och forsoker
minnas tidigare problemtyper

0.25 X6: Aha, det hér ar den stora. 1

X6: Och dens langd alltsa, dens langd, s&
var dess ... omkrets.

0.48 X6: Omkretsen &r runt det hela. 4
0.54 X6: Ehm, ok ... 1,4
1.22 X6: Hur raknade man omkretsen? 4

eleven forsoker minnas hur man beraknar
cirkelns omkrets

130 |d-x hon fragar mig om formeln fér omkretsen
ar korrekt, jag svarar

1.35 X6: D4 &r den har en viss diameter. 1

X6: Den, om den har x i diameter, stora

150 alltsa... Den har Xx.

intervju:

X6: Jag sag inte hur dom skulle kunna, ja
jag sag inte det dar...

Troligen sker det en parallell bearbetning i arbetsminnet, dar formagan att
insamla och formalisera matematisk information (formaga 1) paverkas av
tidigare generaliseringar, dvs. av formagan att minnas matematisk informa-
tion (formaga 4). Enligt den biologiska modellen pagar en kontinuerlig och
cyklisk process i arbetsminnet, vars syfte ar att upptécka och vid behov for-
nya kunskap (Ingvar, 2009a). Darmed bekréftas Krutetskiis (1976) observa-
tion att dessa tva formagor interagerar pa ett intensivt satt under problemlos-
ningens inledningsfas. Men analysen stdmmer framforallt Gverens med den
biologiska modellen for hantering av ny information: hjarnbarkens (dar ar-
betsminnet &r placerat) huvudsakliga uppgift ar att beméta all ny information
i forhallande till tidigare kunskaper och erfarenheter (Ingvar, 2009a). Proces-
sen gor att vi snabbare, men samtidigt pa ett mindre objektivt satt kan hante-
ra ny information — som i det hér fallet kontexten for det nya matematiska
problemet. Den biologiska modellens nyansrikedom och parallella struktur
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far tjana som forklaring till svarigheterna som dok upp nér jag forsokte skilja
pa dessa tva formagor under problemldsningens inledande fas.

2. Direkt efter den inledande fasen foljer en fas dar formagan att bearbeta
matematisk information (formaga 2) blir framtradande. Under den har fasen
har jag noterat att de flesta komponenterna av den namnda férmagan ar nar-
varande, sdsom: logiskt tankande, systematiskt och sekventiellt tankande,
flexibilitet i tdnkandet samt en stravan efter att forenkla och forkorta reso-
nemanget i problemldsningen.

For att exemplifiera detta kan vi folja aktiviteten hos elev X5, som anvéander
en allman l6sningsmetod for att 16sa Problem 2.

Tid

Digitalt inspelad
I6sning

Transkription — X5

Formaga

1.22

Maria=x—-24
Peter=x -2

eleven uttalar hogt det han skriver
i cellen till vanster

1.42

x—24) + (x-2)
=2X—26=7<X

intervju:

X5: Alltsa det, det kandes som det
blev jobbigt for jag fick ingen, jag
fick inget sa har, pa ena sidan fick
jag inget konkret k&ndes det som.
Det kénns jobbigt och, att rékna
om man bara har en, liksom att,
man vet att det blir mindre &n x.

X5: Sa det dr inte ... det &r ingen
ekvation egentligen.

eleven blir osaker pa vilken sym-
bol han ska anvanda eftersom
ekvationerna leder till en olikhet

2.25

eleven fragar mig om notationer
och symboler, sedan resonerar
han hogt och skriver samtidigt

2.35

Maria < 2

24 — 25,99
24 <x< 26

X5: Men, jaha, for det kdnns som
om Maria har 24 kronor mindre
och Peter har 2 kronor mindre &n
vad skivan kostar och &ven om
dom l&gger ihop sina pengar, det
betyder ju att Maria inte kan ha
mer an 2 kronor. Eftersom hon
inte ens kunde l&gga ihop till Pe-
ters 2 kronor s Maria har mindre
an 2 kronor.
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3.50

X5: Alltsd kan cd-skivan kosta
mellan 24 till kanske 25,99.

X5: Den far kosta mellan 24 och
... Den far inte kosta 26, den mas-
te kosta ... 26 &r storre 4n X, och X
ar storre an 24.

intervju:

X5: Problemet &r att jag vet ju
fortfarande inte vad x dr, jag vet

bara vad x inte far vara.

Efter en forhallandevis lang inledande fas, dar formaga 1 och formaga 4
interagerar och kompletterar varandra, véljer X2 att anvénda en numerisk

metod for att I6sa Problem 2. Det som foljer presenteras harnast:

Tid

Digitalt inspe-
lad 16sning

Transkription — X2

Formaga

9.05

X2: Men okey, om jag tanker att
jag bara liksom ... det dr 24 kro-
nor.

9.12

X2: Bara for och se klarhet i det
har sa skulle jag, alltsa satta en
testsiffra liksom.

intervju:

X2: Det ar klart ... alltsd det har
har jag ju gjort forut, stallt upp sa
har for och se sambanden. Och
sedan nar jag gjort det har ocksa
sd har jag gjort testsiffror eller
helt, och ibland sa lyckas jag
komma fram till svaret genom det
hér.

1,4

9.35

skivan: 50kr
Maria: 26 kr
Peter: 48 kr

skivan: 100 kr
Maria; 76 kr

X2: Fast om de lagger ihop sina
pengar da, da blir det ...

intervju:

X2: Och sedan forsoker jag losa
det, genom och veta dom har siff-
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Peter: 98 kr rorna och se hur man kan komma
fram med dom héar. Sa brukar jag
gora ofta.

10.42 X2: Och da blir det ju, vanta. 2

26 + 48 eleven anvander raknaren for att

addera Marias respektive Peters
76 + 98 - .
pengar och upptacker att de i
bada fallen har mer pengar an
vad skivan kostar

11.20 | skivan: 25kr | X2: Da borde ju skivan kanske | 2
Maria: 1 kr kosta mindre ... sd vi testar ...

12.01 Peter: 23 kr

Exemplet visar att eleven, efter att ha bestamt sig for en lésningsmetod — i
det hér fallet en numerisk metod — genomfor de planerade berékningarna i en
sekventiell och logisk foljd, dvs. han anvéander sin formaga att bearbeta ma-
tematisk information (formaga 2).

Det forefaller vara logiskt att efter en inledande fas av insamling och forma-
lisering, borjar eleverna att bearbeta den formaliserade informationen. Att
manga komponenter av formagan att bearbeta matematisk information ar
narvarande under den har fasen vittnar om férmagans komplexa karaktar:
logiskt, systematiskt och sekventiellt tinkande samt flexibilitet i tdnkandet &r
formagor som ar bade intimt och traditionellt forknippade med matematisk
problemlésning.

3. Varje problemlosningsaktivitet avslutas med en fas dar eleverna aterigen
visar prov pa nagra komponenter av formagan att bearbeta matematisk in-
formation (férmaga 2). | det har skedet kontrollerar de sina valda metoder
genom ateraktualisering av problemets forutséttningar, aktiviteten avslutas
sedan med nagon form av kontrollrékning.

For att exemplifiera detta kan vi titta pa den avslutande aktiviteten hos elev
X3.

Tid Digitalt in- | Transkription — X3 Formaga
spelad  16s-
ning
4.38 X3: Vi vet att det skall ga att ta bort | 2
24 kr, for Maria har pengar.
4.52 1 X3: Hon har faktiskt en krona. 2
25 X3: Skivan kostar 25.
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23 X3: Peter har 23.
5.24 X3: Det stammer, 25 ar mindre an | 2
530 26.

| ovanstaende exempel ser vi att hon kontrollerar det erhallna resultatet med
hjalp av problemets forutséttningar, dvs. att Maria har pengar och dessutom
24 kr mindre &n vad skivan kostar. Sedan levererar hon en korrekt hel-
talslosning. Noteras bor att hon gér samma sak i den avslutande fasen av
I6sningen av Problem 1. Aven i det fallet kontrollraknar (férmaga 2) hon det
erhallna resultatet med hjélp av olika numeriska varden.

Ytterligare exempel pa den avslutande fasen kan identifieras i X2:s ageran-
de, nér eleven anvander raknaren for att testa sin 16sning.

Tid Digitalt inspe- | Transkription — X2 Formaga
lad 16sning

12.01 X2: Det skulle det ju kunna |2
vara... Sa da kan man ju testa, att
sétta in den har formeln som jag
gjorde.

1210 | ¢c=25 eleven provar, med hjélp av rék- | 2
naren, de erhallna losningarna i

x=1 de ursprungliga ekvationerna
y=23
12.40 X2: Ja vi har fatt ratt svar, men nu | 2
I6ste jag det ju med alltsa testa sig
fram.

12.50

Noteras bor att eleven ar osdker pa om den valda metoden (som ar en nume-
risk metod) gav 6nskat resultat, trots att provningen visar att resultatet ar
anvandbart.

Sammanfattningsvis kan jag notera att varje problemlésningsaktivitet borjar
med en fas dar tva formagor samverkar: formagan att insamla och formalise-
ra matematisk information (férmaga 1) samt formagan att minnas matema-
tisk information (formaga 4). Den inledande fasen foljs direkt av en fas dar
formagan att bearbeta matematisk information (formaga 2) dominerar. Och
varje problemldsningsaktivitet avslutas med en fas dar nagon komponent av
formagan att bearbeta matematisk information (férmaga 2) &r narvarande.
Den sista fasen innehaller oftast en aktivitet dar eleven kontrollerar sina re-
sultat. Utdver dessa tre faser interagerar de observerade formagorna, pa ett
mer oregelbundet sétt, i olika konstellationer.
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Formagan att generalisera matematiska samband kunde inte
identifieras

Problemens konstruktion medfdrde att det var mojligt for eleverna att under
problemldsningen generalisera numeriska resultat. Av de totalt 12 observe-
rade matematiska aktiviteterna (6 elever loste 2 uppgifter) var det 5 som
inneholl numeriska metoder och som darmed kunde leda till en sadan gene-
ralisering. De resterande 7 aktiviteterna innehdll allméanna losningsmetoder,
dar — pa grund av det algebraiska angreppssattet — det inte fanns nagra nume-
riska resultat som var mgjliga att generalisera.

Den, i a-priori analysen, identifierade och forvantade I6sningsmetoden, dar
en numerisk ansats leder till 16sning i det allmanna fallet, uteblev helt fran
elevernas problemldsning. Detta trots att jag vid slutet av varje numerisk
problemldsningsprocess stallde fragan om eleven kunde generalisera det
erhallna resultatet.

Foljande utdrag fran X2:s losning av Problem 1 far exemplifiera hur ett sa-
dant resonemang har gatt till.

Tid | Digitalt inspelad | Transkription — X2 Formaga
l6sning
452 (25-3=175 eleven beraknar langder for |2

75/2=3,75 olika strackor

537 |3,75+6,75=10,5| X2: Far jag 10,5 ... sda dd dr de | 2
val lika stora da, tycker jag.

O: Det verkar som att de &r lika
stora.

X2: Ja.
intervju:

X2: Sa jag satte dit egna siffror
och sa sag jag att dom var lika
stora.

X2: Fast det brukar jag gora pa
sidan av kladdpapperet pa ett
prov till exempel.

5.45 nar eleven ar klar med l6sning-
en, fragar jag efter en mer all-
man lgsning

5.48 O: Tror du att det har galler for

alla sddana har cirklar?

X2: Hm ... alltsd kanske, jag vet
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inte. Jag har inte riktigt tankt pa
det &n om det géller for alla.
cirklar.

O: Det vill siga om ...

X2: Om det héar skulle vara typ
hir ...

6.00 vi fortsatter att resonera om
generella l16sningsmetoder

6.30 O: Tank om man skulle &ndra
proportionerna. Att det var ...
Att den hér lilla gick dit och den
var sa, eller om man flyttade pa
den hdr punkten dar de inskrivna
halvcirklarna vidrér, tangerar
heter det, varandra i en punkt.

X2: Eh, ja, men jag skulle, inte
for att ... Jag vet inte riktigt hur
jag ska saga det. Men jag tycker
att, alltsa det stammer alltid. Jag
vet inte hur jag ska bevisa det pa
nagot satt om jag ska gora nagon
7.15 generell metod.

Vi noterar att eleven inte anvander generella metoder for att visa resultatens
giltighet. Analysen visade att ingen av eleverna som har anvant numeriska
metoder generaliserade de upptéckta resultaten. Foljaktligen kunde jag, un-
der denna studie, inte identifiera formagan att generalisera matematiska
samband (férmaga 3), dvs. formagan att fran ett eller flera specialfall kunna
se allméngiltiga samband eller relationer.

| foljande tva avsnitt ska jag visa att formagornas interaktion ar beroende av
hur pass framgangsrik den valda probleml6sningsmetoden ar.

Vad hdander om den valda metoden inte leder till 6nskat resultat?

Analysen visar att eleverna blev mycket osdkra nar den valda metoden for
problemlésning inte ledde till 6nskat resultat. Den osékerheten blev tydligast
vid I16sning av Problem 2, som inneh6ll bade ekvationer (vars I6sningar &r
bestamda tal) och olikheter (dar I6sningarna bestar av tal inom ett intervall).
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Jag illustrerar detta inledningsvis med utdrag fran analysen som hor till X1.

Tid | Digitalt inspelad | Transkription — X1 Formaga
l6sning
447 |y+2-24=y-22 | X1: Vilket betyder att x maste | 2
X_24+x_24<y | varamindrean 26.
o% — 26 < X intervju:
X1: Kanske ténkt att ja... Men
det ska finnas nanstans med
det har intervallet, sa att om
jag far fram det har svaret till
andragradsekvationer, sa kan
inte det stamma.
555 | x-13<x 2
sedan stryker han
over
608 | X~ 13 <x

Hér ovan ser vi att eleven gor ett misstag vid olikhetens 16sning — han divi-
derar inte med 2 i hoger led — ett misstag som han upptéacker direkt efterat.
Sedan atergar han till fasen dar han samlar in och formaliserar matematisk
information; formaga 1 anvands aterigen fram till tiden 7.28.

Tid Digitalt inspelad | Transkription — X1 Formaga
16sning
7.28 | x—24 = Maria X1: Skriver sa att jag har all- | 1
% 2 = Peter ting samlat pa ett snyggare
_ satt.
x=CDpris intervju:
X1: Sen samlar jag ihop allting
pa slutet nar jag hade skaffat
mig lite mer fakta. Och da blev
det lite lattare att 16sa ut.
7.57 2X —26 <X 2
8.05 eleven blir aterigen oséker nar | 1
ekvationerna leder till samma
olikhet; eleven aktualiserar
och formaliserar problemet en
gang till
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9.35 y + 22 = Peter 1
y = Maria
y+24=x

10.10 |y +22+y>y+24 | X1: Kommer fram till samma | 2

2y +22>y+24- olikheter.

efter att eleven for tredje
10.44 o . :
gangen har kommit fram till
samma olikhet, bdrjar eleven
resonera logiskt och ldser
problemet

Vi ser att formagan att insamla och formalisera matematisk information
(formaga 1) foljs av en fas dar eleven bearbetar matematisk information
(formaga 2). Nar han aterigen kommer fram till samma olikhet (2x — 26 < X)
avbryter han bearbetningen for att atervanda till problemets forutsattningar. |
det skedet formaliserar han annu en gang informationen. Eleven genomfor
pendlingen mellan formaga 1 och férmaga 2 tva ganger till under processen,
bada tillfallen intraffar efter att han kommer fram till den namnda olikheten.
Till slut formulerar han den korrekta 16sningen.

Elev X1:s sétt att skifta mellan och kompensera de olika komponenterna for
den matematiska formagan aterfinns i nagon form hos alla elever: nér den
valda l6sningsmetoden inte ger forvantat resultat, slutar respektive elev att
bearbeta informationen (formaga 2) och atergar till fasen da insamling och
formalisering (formaga 1) interagerar. Efter att aterigen ha insamlat och
formaliserat informationen, borjar de med en ny bearbetning (formaga 2).

Det intressanta dr att alla elever blir osékra vid motsvarande steg i I6sningen
av Problem 2, dvs. nér formaliseringen leder till olikheter istallet for de for-
vantade ekvationerna. Tre (X1, X3 och X5) av de fyra eleverna som anvan-
der en allmén ansats gor dessutom exakt samma misstag i sina berékningar,
misstaget leder till att de inte kan losa den enkla olikheten 2x — 26 < x. |
deras losningar aterfinns den felaktiga sekvensen

72X —26 <Xxgerx—13<x”.

Sekvensen vittnar om att eleverna, i det hér fallet, inte kan utfora division
med talet 2 i den relativt enkla olikhetens bada led. Misstaget &r nagot ovan-
tat, med tanke pa att det handlar om hégpresterande elever som tidigare har
l6st komplexa problem med olikheter under matematiklektionerna. Dessut-
om har dessa elever flera ganger under problemlésningen genomfort kom-
plexa berdkningar i huvudet.

Man kan naturligtvis fraga sig vad som &r orsaken till att tre av fyra elever
gor samma, till synes, ofdrklarliga misstag. Intervjuanalysen visar att elever-
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na blev stressade 6ver att formaliseringen ledde till en olikhet istéllet for en
ekvation. | intervjuerna efter problemldsningen vittnar alla elever om svarig-
heten att stdlla om sig mentalt i den ndmnda situationen:

X1: ... darfor blev jag lite forvanad nér det var sa, det var mer pa olik-
heten man IGste det.

X2: Det &r alltid svért att borja tdnka i andra banor. ... Det kidnns som
man far sa har hjarnslapp.

X3: For jag blir s, ja fasen! Nér jag har borjat med ekvationer ... D4
vill jag verkligen att det skall I6sas ut med ekvationerna.

X4: Sadana har uppgifter brukar ha en ekvation.

X5: Alltsa det, det kandes som det blev jobbigt for jag fick ingen, jag
fick inget sa har, pa ena sidan fick jag inget konkret kiandes det som.
Det kénns jobbigt att rdkna om man bara har en, liksom att, man vet att
det blir mindre an.

X6: Jag visste bara inte riktigt hur man skulle formulera, alltsa har.
Det ar klart att det hade kanske varit nagot enklare om det var en van-
lig ekvation, jag vet inte.

Analysen av det sammantagna empiriska materialet visar att nér den valda
metoden inte leder till en direkt 16sning av problemet, sa blir eleverna stres-
sade och patagligt osakra. Det verkar som att deras problemldsningsmetod
(ekvationslésning) saknar procedurer for 16sning av olikheter. Osékerheten
medfor att de atervander till fasen da man insamlar och formaliserar mate-
matisk information (formaga 1) och minns matematisk information (formaga
4). | denna fas studerar och formaliserar eleverna aterigen problemet for att
sedan préva med en ny ansats till att bearbeta informationen (férmaga 2).
Och det verkar som om det ar osakerheten och stressen som leder till att tre
elever, bland fyra hogpresterande elever som anvander samma metod, gor
samma enkla misstag under problemldsningen.

Procedurell kunskap bestar av bade inlarda beteenden och kognitiva algorit-
mer (Squire, 2004). Att utfora algoritmer vid matematiska berdkningar ar
tydliga exempel pa kunskaper som &r lagrade i procedurminnet. Men det
verkar som att problemlésningsmetoderna &r nara forknippade med de pro-
cedurer som ingar i metoden. Om den valda metoden saknade vissa procedu-
rer (som t.ex. lésning av olikheter), sa ledde det undantagslost till osakerhet
hos eleverna.
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Kvalitativa skillnaden mellan I6sningsmetoder

Analysen visar att elevernas losningsmetoder kan delas in i de tva kategorier
som identifierades under a-priori analysen: allménna respektive numeriska
metoder. Foljaktligen kunde jag huvudsakligen urskilja 7 allménna, respek-
tive 5 numeriska lI6sningsmetoder bland de 12 studerade processerna. Ele-
vernas allmanna, uteslutande algebraiska, metoder ledde till att problemen
kunde l6sas pa ett tillfredstallande satt. | dessa fall, pa grund av det algebra-
iska angreppssattet, sa fanns det inga numeriska delresultat i dessa processer
som behovde generaliseras.

I sammanhanget bor det noteras att tre elever loste bada uppgifterna med
uteslutande allménna dvs. algebraiska metoder. Dessa elever kunde lésa
bada uppgifterna pa ett mycket tillfredstallande satt. For att exemplifiera
detta, presenterar jag X3:s losning av Problem 1 (figur 4).
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Figur 4

X3:s anteckningar vid l6sning av Problem 1

Genom att folja hennes anteckningar ser vi att X3 angriper problemet genom
att infora obekanta och variabler. Metoden leder till att hon lser uppgiften
pa ett effektivt satt.
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Elev X2 forsokte 16sa bada problemen genom att anvanda uteslutande nume-
riska metoder. Han var ensam om att anvanda numeriska metoder vid bada
problemen. Som exempel pa ett numeriskt angreppssétt, presenterar jag har-
nast X2:s lésning av Problem 1 (figur 5).

Figur 5
X2:s anteckningar vid I6sning av Problem 1

Genom att studera X2:s anteckningar observerar vi att I6sningen inte ar kor-
rekt.
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Ovriga tva elever blandade numeriska och allmanna losningsmetoder. Av
deras lsningsmetoder var det endast den algebraiska metoden som ledde till
generella resultat. Ett exempel pa en sddan metod ar X5:s I6sning av Pro-
blem 2 (figur 6).
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Figur 6

X5:s anteckningar vid I6sning av Problem 2

Sammanfattningsvis vill jag ndmna att, i motsats till de allmanna metoderna,
ledde de numeriska Iosningsmetoderna till att respektive problem inte kunde
I6sas pa ett korrekt satt. Darmed kan jag konstatera att eleverna som behéars-
kade allmanna losningsmetoder var sakrare pa sina resultat an de elever som
anvande numeriska metoder. Men vi far inte glomma att de presenterade
problemen var nya for eleverna, foljaktligen &r det foga Overraskande att
eleverna inte riktigt visste vilka metoder de skulle anvéanda.

Den mest effektiva ldsningen, som varken innehdll oklarheter eller réaknefel,
ar X3:s lésning av Problem 1. Hon var den enda eleven som kunde associera
problemet till en annan, till synes helt annorlunda, uppgift. Dérmed anvéande
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hon en fardig modell for att 16sa problemet. Modellen som hon anvéande var
en generaliserad losningsmetod, som forknippas med formagan att minnas
matematisk information (formaga 4). Metoden var ytterst anvandbar och
ledde till effektiv problemlésning. Jag kommer att diskutera de anvanda
metodernas betydelse mer ingaende i avsnittet dar jag analyserar det mate-
matiska minnets betydelse for problemldsningsprocessen.
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Kvantitativa data

| samband med analysarbetet har jag noterat bade interaktionen mellan de
studerade komponenterna i den matematiska formagan och tidsintervallet
som respektive komponent tog i ansprak under problemldsningen. Analysen
har resulterat dels i ett individuellt schema for varje elev och dels i en redo-
visning av den genomsnittliga andelen tid som respektive formaga tar i an-
sprak under elevernas sammanlagda problemlésning.

Den individuella strukturen av elevernas matematiska formaga

Den individuella strukturen av respektive elevs matematiska formaga redo-
visas med hjalp av tva slag av information: jag presenterar ordningsféljden
mellan de sokta formagorna och jag redovisar andelen tid (avrundat till nar-
maste heltal) som respektive formaga tar i ansprak under respektive pro-
blemldsningsaktivitet.

Tabell 1
Ordningsféljd och andel matematiska férm&gor vid I6sning av Problem 1
Elev Ordningsféljd Matematiska formagor
mellan Andel tid uttryckt i procent
formagor
1 1(L,2 (1,4 | 2 |(2,4) |3 4
X1 [(1,4-1-4-1-4|43 23 |28 7
—1-2-4-2
X2 [(@,4)-1-(,4)-1]16 19 |59 7
—4-(1,4)-4-2
X3 [(1,4-1-4-1-2 |25 9 |62 4
X4 |1, 4-1-@14-|16 | 3 12 |58 12
(1,2)-2-4-1-4
—2-4-2
X5 |[(1,4-1-4-1-2[38 [ 20 7 |29 7
—1-4-1-2-1-
4- (1,2)
X6 |[(1,4)-1-4-(1,4)]35 9 |55 3
—4-1-2-4-2-
1-(1,4)-1-2
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| tabellen ovan (tabell 1) kan vi upptécka konsekvensen av att det inte var
majligt att differentiera observerade matematiska formagor under delar av
problemldsningen. Problematiken, som ar ingaende beskriven i nésta avsnitt,
leder till att &ven kombinationer av formagor redovisas i statistiken. Foljakt-
ligen redovisar jag tidsandelar och ordningsfoljd for foljande kombinationer
av formagor: (1, 2), (1, 4) och (2,4).

Tabell 2

Ordningsféljd och andel matematiska férm8gor vid I6sning av Problem 2

Elev Ordningsfoljd Matematiska formagor

mellan Andel tid uttryckt i procent
formagor
1 (L2149 ] 2 [(2,4) 3] 4

X1 1,4)-4-1-2-4| 59 7 32 3
-1,4)-1-2-1-
2

X2 1,4)-1-(,4 -4 67 8 24 1
-1-(1,4-2-1-
2

X3 1,4)-4-1-4-1| 24 9 46 17 4
-2-(2,4)-2

X4 1,4)-4-1-(1,2)| 32 4 7 54 4
-2-4-1-2-(1,
2)-2

X5 1,4)-1-4-1-2| 27 5 65 4
-1-2-4-2-4-
12

X6 1 4)-4-1-2-1] 19 2 9 64 4 1
2,4-2-1-(1,2)
-2

Statistiken i tabell 2 visar tydligt de tre gemensamma faserna i problemlds-
ningsprocessen som identifierades i samband med den kvalitativa analysen
av det empiriska materialet. Vi kan ocksa observera att det finns en bestamd
kronologisk ordning mellan dessa gemensamma faser: varje elev borjar pro-
blemlésningen med en fas dar formagan att insamla och formalisera mate-
matisk information (formaga 1) samverkar med férmagan att minnas mate-
matisk information (formaga 4), efter det foljer en fas dar elever bearbetar
matematisk information (forméaga 2) och varje aktivitet avslutas med en fas
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dar eleverna aterigen anvander sin formaga att bearbeta matematisk informa-
tion (formaga 2).

Redovisningen vittnar om att det ar tva formagor, som enskilt eller i olika
kombinationer, & mest foretradande under problemldsningen: formagan att
insamla och formalisera matematisk information (formaga 1) samt formagan
att bearbeta matematisk information (férméaga 2). Enligt ovanstaende stati-
stik verkar det som att det ar forméagan att bearbeta matematisk information
som tar mest tid i ansprak under problemlésningen. Men en narmare obser-
vation visar att detta inte galler for alla elever, t.ex. férmagan att insamla och
formalisera matematisk information & mer framtrddande hos X1 &n hos
Ovriga elever.

Vi kan ocksa notera att férmagan att minnas matematisk information (for-
maga 4) tar i ansprak minst andel tid under processen. Andelen tid som ele-
ver anvander sitt matematiska minne i isolerad form under problemlésningen
varierar mellan 1 och 12 procent. Men om vi undersoker andelen tid som det
matematiska minnet ar narvarande i samverkan med andra férmagor, sa kan
vi konstatera att den proportionen ligger mellan 10 och 17 procent. Oavsett
jamforelsemetod, kan vi konstatera att andelen tid da férmagan att minnas
matematisk information anvands under problemlésningen ar avsevart mindre
an andelen tid da 6vriga tva formagor anvands.

Den generella strukturen av elevers matematiska formaga

Den genomsnittliga andelen tid som de studerade formagorna tar i ansprak
under elevernas sammanlagda problemldsningstid presenteras i tabellen (ta-
bell 3) nedan.

Tabell 3

Genomesnittlig andel tid per matematisk férm8ga i samband med elevernas
problemldsning

Matematiska formagor i samband med elevernas problemldsning
1 1,2 1,4 2 2, 4) 3 4
33% 2% 10 % 48 % 2% 0% 5%

Sammanstallningen visar att eleverna anvander ungefar hélften av tiden for
att bearbeta matematisk information (férmaga 2), 45 procent av tiden gar at
att insamla och formalisera matematisk information (férmaga 1) i kombina-
tion med nagon annan férmaga och 17 procent av problemldsningsaktivite-
ten paverkas av formagan att minnas matematisk information (formaga 4) i
kombination med nagon annan formaga.
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| nasta avsnitt kommer jag att visa att trots att formagan att minnas matema-
tisk information &r narvarande minst andel tid under aktiviteten, sa paverkar
den férmagan i stor utstrackning elevernas problemldsning.

Det matematiska minnets roll vid problemlésning av
nya matematiska problem

Det matematiska minnet anvands mest i samband med formagan
att insamla matematisk information

Bade den kvalitativa och den kvantitativa analysen av den matematiska for-
magans struktur framhaver att det matematiska minnet framtrader ytterst
sallan i isolerad form. Undersokningen pekar ocksa pa att det matematiska
minnet ar stdndigt narvarande under den inledande fasen av problemlésning-
en. Den kvantitativa sammanstallningen visar att formagan att minnas mate-
matisk information (férmaga 4) forekommer dubbelt s& mycket med avseen-
de pa andel tid i kombination med formagan att insamla och formalisera
matematisk information (formaga 1) &n i sin isolerade form (10 % respektive
5 %, se tabell 3). Den namnda kombinationen (dar formaga 1 och féormaga 4
samverkar) ar fem ganger vanligare an att det matematiska minnet samverkar
med formagan att bearbeta matematisk information (formaga 2) (10 % re-
spektive 2 %, se tabell 3). Den observationen har viktiga konsekvenser for
elevers problemldsning, eftersom det verkar som om eleverna valjer sina
respektive losningsmetoder i problemldsningens inledande fas.

| foljande exempel kan vi se hur det matematiska minnet (formaga 4) fram-
trader under inledningsfasen tillsammans med foérmagan att insamla och
formalisera matematisk information (formaga 1).

Elev X3 minns, som jag redan har papekat, under den inledande fasen en
uppgift som det aktuella problemet kan associeras till. Men trots det kunde
jag identifiera formaga 4, i isolerad form, endast under nagra sekunder. Detta
sker vid enheterna vid 1.00 och 1.08.

Tid | Digitalt Transkription — X3 Formaga
inspelad
16sning
0.22 tystnad 1,4
intervju:

X3: Det jag sag forst och framst, nar
jag kollar pa uppgiften, det forsta jag
ser ar ju att jag maste kolla pa diamet-
rarna.
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X3: Det liknar en annan uppgift som
jag gillar vildigt mycket sa...

0.30 X3: Just ja hér kommer vi ju och bara | 1, 4
anvanda, vilken radie den har.

intervju:

X3: Eftersom att det ar det dom har
gemensamt, om jag kollar pa det sa ser
jag, s&, jag ser en massa cirkelbagar
som star over pa samma stracka, den
hér strackan ar det dom har gemensamt.

0.45 | ritar tre 1
halvcirklar

0.55 X3: Basicly det vi forsoker fa fram, | 1
dr... Om jag har ... Om vi har en dia-
meter och sa ... Ar detju...

1.00 |nd eleven kommer ihag formeln for cirkeln | 4
omkrets

1.08 | m( 4

1.11 intervju:

X3: Och da uttrycker man det helt en-
kelt som att, ja, man uttrycker deras
olika diametrar som nagonting av var-
andra.

X3: Precis, om man ldser den dar, det
forsta man gor da, det ar ju att man gor
upp formler for ... hur olika trianglar
och kvadrater, insidan av den ser ut.

X3: Precis som dar, om man uttrycker
olika sidor genom och ta, en sida minus
andra, precis som i den...

X3:s beskrivning av uppgiften som associeras till det givna problemet har
stora likheter med Krutetskiis (1976) redovisning av hogpresterande elevers
skildringar av problemldsningsmetoder. | Krutetskiis studie refererade de
hdgpresterande eleverna till en uppgift som handlade om en fisk och dess
vikt, men de kunde inte komma ihag konkreta fakta om fisken. De mindes
daremot mycket vél problemtypen och metoden som kravdes for att 16sa den
(ibid, s.299).
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Man kan ocksa notera att X3:s uttalanden bekréaftar Krutetskiis observation
om hur effektiv anvandning av minnesfunktioner i samband med en matema-
tisk aktivitet gar till. Forméagan som har identifierats som matematiskt minne
leder till att det som &r meningsfullt i sammanhanget (I6sningsmetoder och
andra generaliserade samband) blir ihdAgkommet, medan det som &r menings-
lost (siffror och specifik kontext) gléms bort.

Aven saknaden av generaliserade losningsmetoder paverkar problemlos-
ningens inledande fas, som t.ex. hos elev X2 vid l6sning av Problem 1.

Tid | Digitalt | Transkription — X2 Formaga
inspelad
l6sning

0.14 eleven laser uppgiftstexten hogt ett par | 1, 4
ganger
intervju:

X2: Jag forstod inte riktigt vad jag skulle
gora. Jag forsokte komma pa nagon for-
mel sa dar eller nagot, men det blev lite
krangligt.

eleven minns att man bor anvanda en
formel, forsoker bestamma relationen
mellan variablerna

0.48 X2: Far man anvanda linjal? Da vill jag | 1
rikna ut lingden. Ar ... méste jag anvan-
da diametern.
intervju:

X2: Under forsta uppgiften sa tankte jag
att jag skulle bérja med siffror, for att se
vad sambandet var.

1.14 eleven fragar aterigen om hon far mata i
figuren, jag svarar att hon bor ténka i
allménna termer

1.22 X2: Gud vad svart. 1
X2: Det kénns ju som den dar &r storre
eftersom den ser ju storre ut.
eleven bestdmmer relationer mellan vari-
ablerna

1.56 X2: Man tar ju diametern ganger tre delat | 4

pa .. nej vad ar det? Typ diametern
ganger pi upphojt till tva ganger. Nej vad
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ar? Radien ganger pi upphojt till tva.

2.06 eleven forsoker att minnas formeln for

cirkelns omkrets

Och likasa anvander elev X4 sitt matematiska minne (formaga 4) under den
inledande fasen, som till exempel vid I6sning av Problem 2, for att sedan
aterga till att anvanda formagan att insamla och formalisera matematisk
information (férmaga 1).

Tid | Digitalt Transkription — X4 Formaga
inspelad
l6sning

0.07 intervju: 1,4
O: Varfor tankte du just pa ekvation?
X4: Sadana har uppgifter brukar ha en
ekvation.
eleven bestammer sig for att 16sa upp-
giften med hjalp av ekvation

0.35 | xkr eleven visar att han vill 16sa uppgiften | 4
med hjalp av ekvation

0.37 X4: Om vi sager att, CD-skivan kostar | 1
x kronor
intervju:
X4: Forst ville jag bara fa det ... Alltsa
bara skriva ner det, alltsa med siffror
och variabler.
eleven bestammer relationer mellan
variablerna

047 | Mx—24kr | X4: Hm ... Maria har ... 1

1.09 | Px—2kr
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Auvslutningsvis kan vi konstatera att dven elev X5 resonerar pd samma satt
vid I6sning av Problem 2. Férmagan att minnas matematisk information
(féormaga 4) observeras mest i nara anknytning till formagan att insamla och
formalisera matematisk information (formaga 1).

Tid | Digitalt inspe- | Transkription — X5 Formaga
lad I6sning
0.17 tystnad 1,4
intervju:

X5: Direkt tanker man ekvation sa
fort det dr ndgonting som man ...
Jag tankte forst ekvation nar jag
bara sag uppgiften. Gora nagonting,
forsokte stélla upp en ekvation.

eleven bestammer sig for att losa
uppgiften med hjalp av ekvation

0.36 X5: Alltsd bada vill kopa samma | 1
cd-skiva.
X5: Maria kommer dit och sa ...
Ok.

0.47 X5: ... vanta ... om Maria har 24 | 1

kronor mindre ...

eleven bestammer relationer mellan

variablerna
1.20 | x=CD X5: Vi kan kalla priset x, skriver vi, | 4
skivans pris skivans pris.

eleven valjer att 16sa uppgiften med
hjalp av ekvation

1.22 | Maria=x—24 | eleven bestammer relationer mellan | 1
142 | Peter=x—_2 variablerna

De presenterade exemplen visar att formagan att minnas matematisk infor-
mation (formaga 4) sallan kan observeras under mer &an ett par sekunder i det
empiriska materialets manifesta innehall. I dessa fall handlar det matematis-
ka minnet (formaga 4) t.ex. om att komma ihag formeln for cirkelns omkrets
eller att komma ihag notations- och I6sningsmetoder for ekvationer och
olikheter.

Det latenta innehallet av formaga 4 — t.ex. nar formagan anvands i samband
med formaga 1 — visar sig vara mycket mer omfattande, ndgot som fram-
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kommer tydligt i intervjuerna som genomfdrdes efter problemldsningen.
Problemet ar naturligtvis, precis som jag ndmnde det i avsnittet som diskute-
rar analysarbetet, att det ar svart att exakt identifiera langden av det matema-
tiska minnets narvaro i den inledande fasen, ndr eleven é&r tyst eller inte gor
nagra notationer. Med mina undersoknings- och analysmetoder kunde jag
tyvarr inte uppna en hogre precision an vad jag redovisar i analysen.

Det matematiska minnet ar avgérande for valet av 16sningsmetod

| foregdende avsnitt har jag visat att det matematiska minnet & mest fram-
tradande under problemldsningens inledande fas. De presenterade exemplen
poangterade ocksa att det ar i den inledande fasen som eleverna véljer sina
I6sningsmetoder. Valet av l6sningsmetod har viktiga konsekvenser for ele-
vers problemldsning. Den kvalitativa analysen visar att elever har mycket
svart att andra sina initialt valda lésningsmetoder.

Tidigare har vi konstaterat att om de valda metoderna inte leder till 6nskat
resultat, sa valjer eleverna att ga tillbaka till den fasen av problemldsningen
dar de ateraktualiserar och formaliserar den matematiska informationen, dvs.
formaga 2 foljs av formaga 1. Med hjélp av foljande exempel ska jag visa
hur elever gang pa gang atervander till sina, under inledningsfasen valda,
I6sningsmetoder, dven om metoderna inte leder till énskat resultat. Det tyder
pa att den valda problemlésningsmetoden, som &r resultatet av en tidigare
generalisering (férmaga 4), ytterst sallan omprovas efter den inledande fa-
sen.

Jag illustrerar detta forst med utdrag fran analysen som hor till X1 vid 16s-
ning av Problem 2. Under den inledande fasen av problemlésningsprocessen
valjer eleven att 16sa problemet med hjélp av ekvationer, det som foljer efter
den fasen presenteras nedan.

Tid Digitalt inspelad Transkription — X1 Formaga
16sning

447 |y+2-24=y-22 | X1: Vilket betyder att x maste | 2

x_24+x_24<y | varamindrean 26.

2% — 26 < X intervju:
X1: Kanske tankt att ja. Men det
ska finnas nanstans med det har
intervallet, s att om jag far
fram det h&r svaret till andra-
gradsekvationer, sa kan inte det
stamma.

555 | x-13<X eleven papekar att x maste vara | 2

mindre an 26

sedan stryker ele-
eleven blir oséker nar ekvatio-
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ven dver X — 13 <x

nerna leder till en olikhet och
gor fel i berékningar

6.08 eleven  ateraktualiserar och | 1
formaliserar problemet
7.28 | x—24 = Maria X1: Skriver sa att jag har allting | 1
X — 2 = Peter samlat pa ett snyggare sétt.
x = CD pris
757 | 2x—26<Xx 2
8.05 eleven blir aterigen osaker nar | 1
ekvationerna leder till samma
olikhet; eleven aktualiserar och
formaliserar problemet en gang
till
935 |y+22=Peter 1
y = Maria
y+24=x
10.10 |y+22+y>y+24 | X1: Kommer fram till samma | 2
2y +22>y+24- olikheter.
10.44 efter att eleven for tredje gang-

en har kommit fram till samma
olikhet, borjar eleven resonera
logiskt och I6ser problemet

For att battre belysa problematiken, presenterar jag aven utdrag fran analy-
sen som hor till elev X5 vid I6sning av Problem 2. Aven X5 bestammer sig
under den inledande fasen att 16sa problemet med hjalp av ekvationer; det
som foljer visar jag harnast.

2X—26=7<X

X5: Alltsd det kandes som det
blev jobbigt for jag fick ingen,
jag fick inget s& hér ... P& ena
sidan fick jag inget konkret ké&n-
des det som. Det kénns jobbigt
att rdkna om man bara har en,
liksom att, man vet att det blir
mindre an x. Sa det ar inte, det

Tid Digitalt inspelad | Transkription — X5 Formaga
16sning
142 | (x—24)+(x—2) = | intervju: 2
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ar ingen ekvation egentligen.

2.25 eleven blir osaker nar ekvatio- | 1
nerna leder till en olikhet; ele-
ven ateraktualiserar och forma-
liserar problemet

4.50 2x — 26 2

5.12 diskussion om att eleven inte vet
hur man ska uttrycka sig

5.22 2X—26 <X 2

5.30 diskussion om vad resultatet
betyder och hur olikheten bor
tolkas

5.48 X5: Alltsd om man skulle ta bort | 4

26 fran pengarna dom har, sa
skulle man ... Om man tog bort
26 kronor fran pengarna dom
hade, sa skulle dom fa, kan for-
korta.

eleven forsoker minnas hur man
l6ser en olikhet med det obekan-
ta i bada led

5.55 Xx—13=<x eleven blir oséker nar ekvatio- | 2
nerna leder till samma olikhet,

6.12 - A o

gor fel i sina berékningar

eleven ateraktualiserar och for-
maliserar problemet — men byter
inte metod — efter ett tag kom-
mer eleven fram till den korrekta
[6sningen

Samma beteende, dvs. att man haller fast vid den valda metoden efter en ny
insamling och formalisering av det matematiska materialet — &ven om den
inte leder till Onskat resultat — kan observeras hos alla elever.

Analysen visar att i 11 av de studerade 12 problemldsningsprocesser haller
eleverna fast vid den, i inledningsfasen, valda metoden. Den enda elev som
inte fortsatter med den valda metoden &r X4 (vid Problem 1), istéllet forso-
ker han med hjalp av muntlig argumentation och enkla berakningar resonera
sig fram till en 16sning. | sammanhanget ar det viktigt att papeka att X4 inte
andrar sin valda metod, daremot slutar han att anvénda den. Tilldggas bor att
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X4 ar den enda eleven som inte I6ser nagot av de presenterade problemen pa
ett tillfredstallande satt.

Sammanfattningsvis kan jag konstatera att det matematiska minnets betydel-
se for valet av 16sningsmetoder &r synnerligen viktig. Trots att eleverna flera
ganger under problemldsningen ateraktualiserar och formaliserar det givna
problemets forutsattningar, sa haller de fast vid den, i inledande fasen, valda
I6sningsmetoden. Det verkar som att den valda metoden, som &r hamtad fran
det semantiska minnet, halls kvar i arbetsminnet under hela problemlds-
ningsprocessen. Déremot &r procedurer, som &r forknippade med den valda
metoden, inférda i arbetsminnet med hjalp av automaticitet. Den stora forde-
len med automatiska processer &r att den sortens processer inte tar utrymme i
arbetsminnet (Ingvar, 2009b). Enligt den biologiska modellen pagar all in-
formationsbearbetning i arbetsminnet med hjélp av parallella processer. Dar-
for ar det mojligt for eleverna att halla kvar den valda problemslésningsme-
toden under hela problemldsningen, trots att fler enheter och procedurer,
sasom algoritmer, formler och andra samband, plockas fram ur och placeras
tillbaka i langtidsminnet (Ingvar, 2009b; Klingberg, 2007). Mina observatio-
ner stallda i ljuset av den biologiska forklarningsmodellen antyder att pro-
blemlésningsmetoder &r intimt forknippade med procedurer och att eleverna
blir ytterst osakra nér den valda metoden saknar vissa procedurer.

Resultaten antyder att det matematiska minnets néarvaro under den inledande
fasen av problemldsningen &r avgorande for hur vél problemet kan lgsas,
eftersom eleverna inte klarar av att andra den initialt valda lésningsmetoden.

Vikten av generaliserade I6sningsmetoder

Den kvalitativa analysen visar att det som paverkade eleverna mest under
I6sningsprocessen var att valda problemlésningsmetoder inte ledde till 6ns-
kat resultat. Problematiken uppméarksammades i 10 av de studerade 12 pro-
cesserna. Som jag namnde i det foregaende avsnittet, blev eleverna undan-
tagslost oroliga nér ekvationer ledde till olikheter vid Problem 2 och nér de
inte visste hur man beskriver generella samband mellan cirkelbagarnas lang-
der vid Problem 1. lakttagelserna &ar kanske inte sa dverraskande med tanke
pa att eleverna inte tidigare har sett de presenterade problemen, vilket var en
av viktigaste forutsattningarna i samband med studien.

Det var tva problemlésningsprocesser som genomfordes utan de namnda
orosmomenten: l6sningen av Problem 1 av X1 respektive X3. Det bor ocksa
papekas att X1 gor tva sma raknefel under I6sningen, som sedan korrigeras
av eleven. Elev X3 gor ddremot inga misstag under processen, darmed ar
hennes 16sning den mest effektiva problemldsningen i denna studie. | sam-
manhanget &r det viktigt att notera att X3 &r den enda eleven som kan asso-
ciera problemet till en annan, till synes annorlunda, uppgift. Pa det sattet
anvénder hon en lésningsmetod som dr resultatet av tidigare generalisering-
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ar (formaga 4). Hon uttrycker detta flera ganger under intervjun, enligt fol-
jande:

X3: Det jag sag forst och framst, nér jag kollar pa uppgiften, det forsta
jag ser ar ju att jag maste kolla pa diametrarna.

X3: Eftersom att det ar det dom har gemensamt, om jag kollar pa det
sa ser jag, sa, jag ser en massa cirkelbagar som star Gver pa samma
stracka, den hér strackan &r det dom har gemensamt.

X3: Det liknar en annan uppgift som jag gillar vildigt mycket sa...

X3: Och da uttrycker man det helt enkelt som att, ja, man uttrycker de-
ras olika diametrar som nagonting av varandra.

X3: Precis, om man l6ser den dar, det forsta man gor da, det ar ju att
man gor upp formler for ... hur olika trianglar och kvadrater, insidan
av den ser ut.

Intervjun avslojar att I6sningsmetoden var generaliserad och dessutom ké&nde
X3 i detalj procedurerna som skulle anvéndas i samband med metoden. Nar
hon senare loser Problem 2, kan hon inte associera det givna problemet till
en annan uppgift vars l6sningsmetod &ar generaliserad. | det fallet anvander
hon ekvationer eftersom hon &r van med att anvanda ekvationer.

X3: Det forsta jag tankte med den dar det &r ju att jag maste fa ihop ett
ekvationssystem.

X3: For att, nér jag ser det har att ... det finns olika samband mellan
siffrorna, det forsta jag tanker nar jag ser dom sambanden &r ekva-
tionssystem.

X3: Stélla upp informationen sd man ser den och da ar det lika bra och
gora ekvationer av det sa ar det lattare och hantera.

Men hon blir orolig nér den valda metoden inte leder till 6nskat resultat (nar
ekvationerna leder till en olikhet) och gor enkla misstag.

X3: Och dé ar det, for det dar ar val, det &ar val liksom dar storsta tan-
keverksamheten gar igang for mig for dér har jag... Precis. Just efter-
som, plus att jag ar ganska ovan vid det hér och rdkna med, ndr det inte
ar ’lika med” tecken.
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X3: Jag har, jag har inte raknat sa mycket med det sa jag har lite svart
och komma in i vad man goér med dom ... Det 4r ndstan ingen som
raknar med sddant, ofta s& raknar vi med ekvationer och likheter, det
&r det som dr intressant.

Hennes oro forstérks ytterligare av notationerna som hon véljer att anvanda.

X3: ... da blir det en extra utmaning pa nagot satt nar du inte bara kan
satta in ett lika med tecken, for da ar det bara och flytta runt grejerna.
Har blir det ju ett sadant stort hinder fran att flytta runt saker. Just ef-
tersom att det ar ett olikhetstecken. Ar det ”lika med” tecken, da ar det
bara och flytta runt...

De ovanstaende exemplen visar att X3 loser de tva problemen pa helt olika
sdtt. Om hon anvénder en tydlig modell, som &r resultatet av tidigare gene-
raliseringar (formaga 4), sa gor hon inga misstag. Om hon saknar en tydlig
modell som &r resultatet av tidigare generaliseringar — eftersom formalise-
ringen leder till olikheter istéllet for de forvantade ekvationerna — sa gor hon
enkla misstag.

Elev X1 I6ser respektive problem pa samma sétt som X3, men kan inte asso-
ciera Problem 1 till en annan konkret uppgift. Intervjun som genomfdrdes
efter Problem 1 inleder han enligt:

X1: Sa tankte jag att ... forst tinkte jag men kanske det beror lite pa x
hir, men det gor det egentligen inte, for att forhallandet ... det ar alltid
ett forhallande mellan dem, som gor att den totala langden av dem all-
tid blir den samma.

Sedan medger han att han tidigare har 16st liknande uppgifter:

X1: Men sen far man ... Nar man har gjort ett par sdna hir uppgifter sa
borjar man forsta sant

O: Men du har inte sett sadana uppgifter. Just den har.
X1: Liknande.

Jag har i foregaende avsnitt visat vilka misstag elev X1 gor néar den valda
metoden inte leder till 6nskat resultat vid Problem 2, dvs. nér formalisering-
en leder till en olikhet istallet for en ekvation. Harnast kommer ett utdrag ur
intervjun som refererar till de svarigheterna:

X1:Ja, hm ... Alltsd visst jag har ju fatt uppgifter med olikheter, men
dé har det sttt i boken: 16s det har med olikheter och sant.

O: Hm.

X1: Nagon gang har man kanske tankt att ja men det ska finnas nan-
stans med det hér intervallet, s att om jag far fram det har svaret till
andragradsekvationer sa kan inte det stamma.
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O: Ja, hm.

X1: Men inte mer &n s, sa darfor blev jag lite forvanad nar det var sa.
Det var mer pa olikheten man I6ste det.

Senare aterkopplar han aterigen till oron som han upplevde under problem-
I6sningen:

X1: Sen nar jag gick genom sa upptéckte jag att jag gjorde nagra fel
och bara strok 6ver s blev det lite rorigt. Sen samlar jag ihop allting
pa slutet nar jag hade skaffat mig lite mer fakta. Och da blev det lite
lattare att 10sa ut.

Bada eleverna anvander generaliserade I6sningsmetoder, men resultatet av
X3:s generalisering ar mycket mer pataglig an X1:s metod. Analysen visar
ocksa att eleverna blir osakra och gor samma sorts fel nar de saknar en 16s-
ningsmetod som &r resultatet av tidigare generaliseringar eller nar den valda
metoden inte innehaller passande procedurer. Den osakerheten upptrader
aven hos 6vriga elever nar de hamnar i liknande situationer. Foljande utta-
landen tydliggor att de fyra eleverna (X1, X2, X3 och X4) saknar en 16s-
ningsmetod som inbegriper bade ekvationer och olikheter.

X1: Ja, hm ... Alltsé visst jag har ju fatt uppgifter med olikheter, men
da har det statt i boken: l6s det har med olikheter och sant.

X2: Det ar alltid svart att borja tanka i andra banor. Det kdanns som
man far sa har hjarnslapp.

X3: For jag blir sa, ja fasen! Nar jag har borjat med ekvationer, da vill
jag verkligen att det skall l6sas ut med ekvationerna.

X4: Sadana har uppgifter brukar ha en ekvation.

Sammanfattningsvis kan jag konstatera att om eleverna inte kan associera
problemen till en 16sningsmetod som &r resultatet av tidigare generalisering-
ar, s anvander de metoder som de &r vana att anvanda. Det verkar ocksa
som att ju mer konkret — med avseende pa inkluderade procedurer — den
generaliserade losningsmetoden &r, desto battre resultat ger den. Nar 1ds-
ningsmetoden inte leder till dnskat resultat, blir eleverna oroliga och avbryter
processen: de atervander till fasen nar de insamlar och formaliserar matema-
tisk information, men anvander sedan aterigen samma lésningsmetod. Folj-
aktligen verkar det som att réatt sorts I6sningsmetoder och tillhérande proce-
durer dr av mycket stor vikt, eftersom de underléttar problemlésningen ge-
nom att infora en trygghetsfaktor i processen.
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Diskussion

| detta avslutande avsnitt kommer jag att diskutera studien med avseende pa
tidigare presenterade teoretiska perspektiv, anvanda metoder, observerade
resultat och eventuella implikationer for matematikdmnets undervisning i
skolan.

Metod

Inledningsvis vill jag papeka att de anvanda undersokningsmetoderna har
fungerat andamalsenligt. Eleverna var motiverade och gjorde sitt basta for att
I6sa de presenterade problemen. Bade deras muntliga och skriftliga kommu-
nikation var begriplig under problemldsningsprocessen och i de efterfoljande
intervjuerna var de angelagna att forklara hur de har ténkt i samband med
problemldsningen. Ljudupptagningarna och de digitala inspelningarna var av
hog kvalitet, vilket avsevart underlattade mitt analysarbete. Tack vare de
digitala inspelningarnas hoga kvalitet var det mgjligt att identifiera och tolka
det manifesta innehallet i elevernas skriftliga I6sningar.

De problem som dok upp i samband med studien, kan uteslutande hérledas
till analysen av problemldsningens latenta innehall. Som jag namner i avsnit-
tet som presenterar studiens analys, blev det uppenbart att skriftliga 16sning-
ar inte kan pavisa alla matematiska formagor som interagerar under pro-
bleml6sningen. Den namnda problematiken observerades framst i den forsta
fasen, da eleverna satt tysta i relativt manga sekunder innan de gjorde noter-
ingar eller uttryckte sig muntligt. Elevernas noteringar och de efterféljande
intervjuerna visade sedan att det var tva formagor som kompletterande var-
andra och interagerade under problemlésningens inledande fas: formagan att
insamla och formalisera matematisk information (formaga 1) samt formagan
att minnas matematisk information (formaga 4). Daremot kunde varken ef-
terféljande intervjuer, digitalt inspelade ldsningar eller ljudupptagningar
tydliggora pa vilket sétt dessa tva formagor interagerade under problemlos-
ningens forsta fas.

Jag antar att problemet beror pa hjarnbarkens, dvs. arbetsminnets, funktion
enligt den biologiska modellen. Arbetsminnets huvudsakliga uppgift ar att
mota all ny information i forhallande till tidigare kunskaper och erfarenheter
(Ingvar, 2009b). Enligt den biologiska modellen pagar matematisk problem-
I6sning i arbetsminnet, ddrmed kan problemlésningen betraktas som en kon-
tinuerlig och cyklisk process som &ger rum under en begransad tidsperiod.

Arbetsminnet ar ytterst begransat, men det ar fullt mojligt att behalla sju
informationsenheter samtidigt i arbetsminnet. Information som bearbetas i
arbetsminnet forsvinner efter hogst 30 sekunder, vilket medfor att repetition
och ateraktualisering ar det enda sattet att halla kvar enheterna (Ingvar,
2009a, 2009b). Foljaktligen &r det rimligt att anta att problemldsningen in-
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leds med hjalp av parallella processer dar formagan att insamla och formali-
sera matematisk information (formaga 1) paverkas av tidigare generalise-
ringar, dvs. av formagan att minnas matematisk information (formaga 4). Pa
det sattet forefaller det ocksa vara rimligt att informationsenheterna som
under problemldsningens inledande fas bearbetas i arbetsminnet hor till
namnda formagor. Men eftersom enheterna hamtas i mycket hdga hastighe-
ter till arbetsminnet och hélls kvar dar i parallella processer, s blev det inte
mojligt att isolera dem med de observations- och analysmetoder som anvén-
des i denna studie.

Dérmed bekraftar denna studie Krutetskiis (1976) observation att under pro-
blemlGsningsprocessen ar det mycket svart att sarskilja formagan att insamla
och formalisera matematisk information fran formagan att minnas matema-
tisk information.

Man kan naturligtvis ocksa fraga sig om det ar nodvandigt att kunna skilja
formagan att insamla och formalisera matematisk information fran formagan
att minnas matematisk information under problemldsningens allra forsta fas.
Jag ar inte langre séker pa att det ar nédvandigt.

I en diskussion med professor Schoenfeld (2012) fann jag ett nytt perspektiv
for att betrakta problematiken. Schoenfelds rad var att vi bor betrakta mate-
matiska formagor i samband med probleml6sning pa samma sétt som man
betraktar kroppsdelar i forhallande till den méanskliga kroppen. Det vill sdga,
trots att de funktioner som ar forknippade med vara kroppsdelar kan uppfat-
tas och studeras i isolerad form, &r det forhallandevis meningslost att studera
dem nér kroppsdelarna &r avskilda fran kroppen. Vi kan naturligtvis konsta-
tera att varje kroppsdel har avgrénsade och distinkta funktioner, men dessa
funktioner blir omgjliga att forsta om de inte forklaras inom det helhetssy-
stem som den ménskliga kroppen utgor.

Ovanstaende jamforelse far tjana som avslutande reflektion i samband med
den namnda problematiken. Ibland hander det att svarlosta problem, som i
det fallet distinktionen mellan formagan att insamla och formalisera mate-
matisk information och férmagan att minnas matematisk information under
problemldsningens allra forsta fas, inte blir mer triviala ndr vi forsoker redu-
cera dem till enkla mekanismer.

Matematiska formagors interaktion vid problemldsning
av for eleven nya matematiska problem

Ett av studiens huvudsyften var att kartlagga de matematiska formagornas
interaktion under problemldsning av nya matematiska problem. For att kun-
na sarskilja formagor fran kunskaper och inlarda metoder, blev valet av ma-
tematiska problem avgdrande for studiens framgang. Lyckligtvis visade det
sig att ingen av eleverna kunde minnas att ha sett de presenterade problemen.
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Dérmed uppfattade eleverna de valda uppgifterna som nya och utmanande
matematiska problem som inte ar av standardkaraktar, vilka var problemens
viktigaste forutsattningar. Aven Krutetskii (1976) papekar vikten av att an-
vanda nya matematiska problem vid observationer, for att sa langt som maj-
ligt undvika paverkan av elevernas tidigare erfarenheter och kunskaper.

Analysen visar dels att varje problemlosningsaktivitet innehaller tre bestam-
da faser och dels att det finns en kronologisk ordning mellan dessa faser.
Varje problemlésningsaktivitet borjar med en inledande fas dar formagan att
insamla och formalisera matematisk information (férmaga 1) samverkar
med férmagan att minnas matematisk information (férmaga 4). Den fasen
foljs av en fas dar formagan att bearbeta matematisk information (formaga
2) framtrader. Och varje problemldsningsaktivitet avslutas med en fas dar
formagan att bearbeta matematisk information (formaga 2) anvéands i sam-
band med att eleverna kontrollerar sina Iésningar. Utan att ha ambitionen att
dra langtgaende slutsatser fran min begransade studie, vill jag anda under-
stryka att de ndmnda fasernas kronologiska ordningsfoljd bekréftar i viss
man Polyas (1957) hypotes om hur modellen for matematisk problemldsning
bor se ut. Enligt Polya bor matematisk problemltsning folja foljande sche-
ma:

e fOrst maste man forsta problemet,

e sedan maste man inse hur de olika delarna hanger ihop med var-
andra, hur det som soks &r relaterat till det som ar givet, man mas-
te infora lampliga beteckningar och géra upp en plan,

e efter det ska man genomfora planen och

e avslutningsvis ska man kontrollera den féardiga Idsningen.
(ibid, s. 16-17)

Om vi tolkar ovanstaende modell i termer av matematiska férmagor, sa upp-
tacker vi att den inledande fasen i de observerade elevernas problemldsning,
dar formagan att insamla och formalisera matematisk information samverkar
med formagan att minnas matematisk information, kan relateras till de tva
forsta punkterna i modellen. Den inledande fasen foljs av en fas dar elever-
nas formaga att bearbeta matematisk information framtrader. 1 modellen
ovan kan detta relateras till den tredje punkten, dar man genomfor planen.
Varje aktivitet avslutas med en fas dar eleverna kontrollerar sin 16sning
(formaga 2) som motsvarar den fjarde punkten i Polyas modell. I samman-
hanget bor det ndmnas att eleverna anvande sina matematiska formagor, i
olika kombinationer, dven utdver de tre ndmnda kronologiska faserna. Men
det dr anda majligt att upptacka att det finns paralleller mellan Polyas modell
och det, i denna studie, insamlade empiriska materialet. Det &r naturligtvis
omojligt att veta om eleverna har studerat Polyas rekommendationer i sam-
band med problemldsning, men observationen bekréftar atminstone delvis att
hogpresterande elever Idser nya matematiska problem enligt Polyas modell.
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Analysen visar ocksa att formagan att generalisera matematiska samband
inte kunde identifieras hos de observerade eleverna. En nédvéndig forutsatt-
ning for att eleverna skulle kunna generalisera de samband som de har upp-
tackt under problemldsningen var att de forsokte 16sa problemen med nume-
riska angreppssétt. Men trots att nastan hélften av losningsmetoderna var
numeriska och trots att jag mot slutet av varje problemldsningsprocess stall-
de fragan om de kunde generalisera de erhéllna resultaten, visade ingen av
eleverna prov pa att kunna generalisera matematiska samband (formaga 3).
Resultatet ar nagot verraskande eftersom de studerade eleverna ar gymna-
sieelever som &r hdgpresterande i &mnet. Darfor ar det rimligt att anta att om
ingen av dessa hogpresterande elever kan generalisera de erhallna resultaten,
sd kommer elever som inte dr hogpresterande ha minst lika svart att generali-
sera sina numeriska resultat.

I sammanhanget ar det kanske ocksa naturligt att stilla fragan om vilken
sorts problemlésningsmetoder man bor strdva efter i matematikundervis-
ningen. | det avseendet antyder denna studie att allmanna l6sningsmetoder &r
att foredra framfor numeriska metoder.

En annan intressant aspekt av den matematiska formagans dynamiska struk-
tur kom fram ndr de valda l6sningsmetoderna inte gav onskat resultat. Pro-
blematiken blev uppenbar nar alla elever fick bekymmer nér de skulle 16sa
Problem 2, dér det ursprungliga ekvationssystemet ledde till en olikhet. Ana-
lysen visar att den valda metoden (algebraisk metod) saknade procedurer for
I6sning av olikheter och darmed inte direkt ledde till forvéantat resultat. Vid
det skedet blev eleverna stressade och osakra, vilket medforde att de gjorde
enkla misstag i sina berdkningar. Den upplevda stressen forde dven med sig
att de avbrot den pagaende bearbetningen av matematisk information (for-
maga 2) och atervande till fasen da man insamlar och formaliserar matema-
tisk information (formaga 1). | sammanhanget vill jag aterigen paminna om
att jag, i denna studie, har observerat elever som &r hogpresterande i mate-
matik. Darfor forefaller det rimligt att &ven elever som inte ar hdgpresteran-
de skulle bli stressade och osédkra i en liknande situation och att de ocksa
skulle géra misstag i sina berakningar.

For att undvika stressen och osakerheten i samband med den ndmnda pro-
blematiken, sa bor eleverna mojligtvis exponeras for mer flexibla problem-
I6sningsmetoder, dvs. metoder som inte &r beroende av tillhdrande procedu-
rer. P det sattet skulle de kanske kunna klara av att anvanda eller testa pro-
cedurer som inte direkt &r forknippade med en viss l6sningsmetod.

Analysen har ocksa visat att eleverna inte andrade sina losningsmetoder un-
der problemldsningen. Jag kommer att fokusera den aspekten i samband med
diskussionen om det matematiska minnets roll i problemldsningen.
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Det matematiska minnets roll vid problemldsning av for
eleven nya matematiska problem

Som jag namnde i avsnittet som behandlar studiens analys, sa visade det sig
att ingen av eleverna har tidigare sett de presenterade problemen. Darmed
uppfyllde problemen det viktiga kriteriet att vara for eleven nya matematiska
problem som utmanar elevens férmaga att minnas matematisk information
(formaga 4).

Intervjuerna som genomfordes efter problemlésningen bekréaftade Krutets-
kiis (1976) observation att, nar hogpresterande elever loser nya problem, sa
vill de oftast minnas ett liknande problem som de redan har 16st. Och &ven
om eleverna inte har behandlat liknande problem forut, sd kan de uppleva att
de tidigare har ”16st” problemet (Krutetskii, 1976). Pa det sittet ar det be-
gripligt att eleverna i denna studie associerade problemen till 16sningsmeto-
der som inte alltid ledde till 6nskat resultat.

Den kvantitativa sammanstéllningen av de matematiska férmagornas fore-
komst visar att det matematiska minnet (férmaga 4) ar den formaga som
forekommer i minst utstrdckning under problemldsningsprocessen. Dessut-
om visade statistiken att formagan att minnas matematisk information (for-
maga 4) upptrader ytterst sallan i isolerad form, dvs. den interagerar oftast
med andra formagor.

Som jag namnde i foregaende avsnitt, visar analysen att den vanligast fore-
kommande kombinationen av formagor intraffar i problemldsningens inle-
dande fas, da det matematiska minnet befinner sig i nara samspel med for-
magan att insamla och formalisera matematisk information (formaga 1). Vi
har ocksa sett att det matematiska minnets narvaro i problemldsningens inle-
dande fas har viktiga konsekvenser for elevers problemlésning eftersom det
ar i den fasen eleverna valjer metoder for att 16sa problemet. Observationer-
na understrok ocksa att de valda problemlosningsmetoderna var intimt for-
knippade med tillhérande procedurer, eftersom det matematiska minnet ar
resultatet av tidigare generaliseringar och Iosningsmetoder som har utveck-
lats i samband med matematiska aktiviteter (Krutetskii, 1976). Darmed visar
studien att eleverna styrdes av bade procedurer och generaliserade problem-
I6sningsmetoder under sina matematiska aktiviteter. Nar lampliga procedu-
rer saknades i samband med den valda metoden, sa borjade de om pé nytt,
men behéll metoden.

Analysen visade ocksa att om den valda metoden inte ledde till 6nskat resul-
tat, sa atervande eleverna till fasen da de insamlar och formaliserar (forma-
ga 1) samt minns matematisk information (férmaga 4). Efter att de aterigen
har aktualiserat och analyserat problemets forutsattningar, bérjade de pa nytt
bearbeta den matematiska informationen (formaga 2) for att sedan pa nytt
bli osékra nar metoden inte gav 6nskat resultat. Det som var mest dverras-
kande é&r att eleverna inte &ndrade den valda metoden under hela processen.
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Foljaktligen ar det rimligt att anta att formagan att minnas matematisk infor-
mation blev avgorande for valet av problemldsningsmetod. Darmed kan vi
anta att om elever véljer olamplig metod i problemlésningens inledande fas,
sa ar det inte troligt att de kan lésa det givna problemet.

Men analogin géller lyckligtvis dven at det motsatta hallet. Den elev (X3)
som anvande den mest detaljrika l6sningsmetoden vid Problem 1, kunde
ocksa I6sa problemet pa det mest effektiva séttet. Hon associerade det givna
problemet till en uppgift som hade en annan kontext, men den generaliserade
I6sningsmetoden var sa tydlig med avseende pa procedurer, att den tjanade
som en konkret problemlésningsmodell under hela processen.

Ovanstaende sammanfattning av det matematiska minnets roll under pro-
blemldsningen bekraftar delvis Krutetskiis (1976) observation om att det
finns manga liknande drag mellan formagan att insamla och formalisera
matematisk information och det matematiska minnet. | sin studie understry-
ker Krutetskii, att pa samma satt som formagan att insamla information ar
generaliserad, forkortad och flexibel, sa ar aven det matematiska minnet ett
minne for generaliserade, forkortade och flexibla metoder och processer
(ibid, s.352). Foljaktligen &r det forstaeligt att dessa tva formagor samverkar
i ndra interaktion och inte kan sarskiljas under problemldsningens allra forsta
fas med de observations- och analysmetoder som anvéndes i denna studie.

Déremot kunde jag inte finna beldgg for Krutetskiis (1976) observation om
att det matematiska minnet ar ett minne for flexibla metoder och processer,
dvs. att metoder och tillhérande processer kan &ndras under problemlds-
ningsprocessen. Néar elevernas ekvationer vid lésningen av Problem 2 inte
ledde till Gnskat resultat, sa agerade eleverna inte flexibelt. Och eleverna var
inte heller flexibla med avseende pa procedurer som horde till den valda
problemlésningsmetoden. Tvartom, analysen visar att elever inte klarade av
att &ndra sin valda problemlésningsmetod, oavsett om metoden upprepade
ganger ledde till samma svarigheter.

I den bemarkelsen finns det kanske en mer rimlig férklaring i den biologiska
forklarningsmodellen. Eftersom de presenterade problemen var nya for ele-
verna, sa kunde de (utom X1 och X3 vid Problem 1) inte riktigt associera
problemen till tidigare 10sta uppgifter. Pa det sattet agerade hjarnbarken (ar-
betsminnet) enligt sin biologiska funktion, dvs. métte den nya informationen
i forhallande till tidigare kunskaper och erfarenheter (Ingvar, 2009a). Detta
medforde att elever borjade 16sa Problem 2 pa samma satt som de ar vana att
l6sa liknande uppgifter, dvs. med hjalp av ekvationer. Nar formaliseringen
ledde till olikheter istallet for de forvantade ekvationerna, sa passade sekven-
sen inte in i modellen for hur ekvationslésning ska se ut, vilket ledde till att
eleverna ateraktualiserade problemets forutsattningar. Men under hela tiden
holl de kvar den valda metoden i arbetsminnet, eftersom formagan att halla
stora mangder information aktuell i arbetsminnet bygger pa aktivitet i hjarn-
barkens olika associationsomraden (Ingvar, 2009a). Foljaktligen ar det rim-
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ligt att anta att eleverna tolkade information i ljuset av sina tidigare erfaren-
heter, vilket begransade majligheten att forsta det som de inte tidigare sett.

Men hjarnbarkens funktion har aven den positiva effekten att den paskyndar
problemldsningens inledande fas genom att minska antalet mojliga tolkning-
ar. Och eftersom all inlarning gar ut pa automatisering (Ingvar, 2009a) sa &r
det kanske lattare att forsta att resultatet av elevernas matematiska minnen,
dvs. generaliserade I6sningsmetoder &r forhallandevis rigida under problem-
I6sningen. Det verkar som att eleverna har automatiserat dessa problemlos-
ningsmetoder.

Sammanfattningsvis vill jag podngtera att den presenterade studien endast
delvis kan besvara viktiga fragestallningar om de matematiska férmagornas
interaktion och det matematiska minnets roll i samband med matematisk
problemldsning. Studien kan t.ex. varken visa hur matematiska férmagor
interagerar i problemlosningens allra forsta fas eller pa vilket sétt elever
generaliserar matematiska samband. For att pa ett battre satt kartlagga dessa
fragestallningar, ar det naturligtvis nodvandigt att genomfora ytterligare
studier.

I en sadan studie skulle man till exempel kunna observera samma elever i
samband med I6sning av matematiska problem som kan associeras till pro-
blemen som presenterades i denna studie. Pa sa satt skulle man kunna under-
soka om eleverna har generaliserat de lésningsmetoder som de for forsta
gangen anvande i denna studie.

For att pa ett battre satt kunna askadliggora hur matematiska formagor in-
teragerar i det empiriska materialets latenta innehall, sa borde det genomfo-
ras studier dar den matematiska formagans struktur underscks med inslag
fran flera forskningsfalt, t.ex. med bade didaktiska forskningsmetoder och
metoder som anvands inom kognitiv neurovetenskap. Pa sa satt skulle vi
majligtvis kunna besvara de fragestéllningar som inte var méjliga att besva-
ras i denna studie.

Majliga konsekvenser for undervisningen

Studiens resultat och ovanstaende sammanfattning av de matematiska for-
magornas interaktion och det matematiska minnets roll under problemlgs-
ningen indikerar nagra mojliga implikationer for elevers larande i skolamnet
matematik. En sadan implikation féljer av att det forefaller vara meningslost
att differentiera minne fran larande, eftersom “minne och lirande dr som ler
och ldnghalm” (Gardenfors, 2010, s.56). Elevernas problemlésningsproces-
ser vittnar om vikten av att elever anvander ratt sorts generaliserade 16s-
ningsmetoder; metoderna bor dels ha en flexibel struktur men de bor ocksa
vara konkreta med avseende pa procedurer. Alltsd &r problemlGsningens
kvalitet beroende av bade procedurminnen och matematiska (semantiska)
minnen.
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Men det ar ocksa viktigt att inse att dessa typer av minnen ar olika och folj-
aktligen svarar de mot olika sorters larande, med den viktiga konsekvensen
att varje respektive typ av minne bor kunna utvecklas med rétt sorts pedago-
gik. Procedurminnet krdver motorisk traning och mycket repetition, medan
det semantiska minnet utvecklas bast med exempel pa vad som hor till ett
visst omrade eller begrepp och vad som inte gor det (Gardenfors, 2010). For
matematikdmnet kan detta innebéra att elever utvecklar sitt procedurminne
med hjélp t.ex. repetition av raknemetoder och algoritmer. Det matematiska
minnet kan utvecklas med hjélp av serier av matematiska problem som leder
till att eleven upptacker de huvudskaliga samband som hor till ett visst ma-
tematiskt omrade och pa vilket sétt de upptackta sambanden kan generalise-
ras.

Denna studie stddjer delvis Skemps teori om att elever bér lara sig matema-
tik relationshaserat, eftersom det leder till djupare forstaelse an instrumen-
tell inlarning som fokuserar procedurkunskaper (Skemp, 1976). Men studien
visar ocksa att procedurkunskaper ar nastan lika viktiga under problemlds-
ningsprocessen som generaliserade samband. Till exempel har vi sett att nar
formaliseringen leder till olikheter istéllet for de forvantade ekvationerna, sa
blir eleverna patagligt osakra pa den valda metoden och gor enkla misstag i
sina berakningar. Och vi har dven fatt indikationer pa att probleml6snings-
metoder inte dr flexibla med avseende pa tillhdrande procedurer. Pa det sat-
tet ligger studiens resultat i linje med studier (Davis et al., 2000) som féror-
dar en strukturerad matematikundervisning dar elevernas procedurkunskaper
leder till episodiska minnen som i sin tur underlattar formandet av semantis-
ka (matematiska) minnen.

Min avslutande rekommendation blir att elever bor undervisas pa ett satt som
ligger nara matematikens innersta véasen. Elever bor lara sig och repetera
procedurer, eftersom procedurer &r intimt férknippade med problemlds-
ningsmetoder, men de bor ocksa kunna beskriva hur somliga problemtyper
kan losas och pa vilket satt olika l6sningsmetoder relaterar till varandra. Men
oavsett vilka didaktiska principer som anvénds i undervisningen, bor elever
lara sig att helst anvanda allménna metoder vid problemldsning. De bor lara
sig att matematik handlar dels om att (om det ar mdojligt) generalisera de
monster som vi upptéacker i ett givet material, men matematik handlar ocksa
om att vi (vid behov) maste kunna precisera vara resultat.
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Bilaga 1

Brev till elever och deras malsman

Till berorda malsman och elever

Svenska elevers matematikkunskaper ér pd madnga satt upp-
marksammade i media. Oftast handlar det om brister i elevers kun-
skaper och i de flesta rapporter som skrivits om elevers matematik-
kunskaper ar forskare och utvarderare Gverens om att kunskaperna
har férsamrats bade sedda i nationellt och i internationellt perspektiv.

Som en motvikt till detta vill jag informera er om ett betydel-
sefullt forskningsprojekt som studerar hur elever lar sig matematik
samt hur de agerar i olika matematiska aktiviteter. Projektet ar finan-
sierat av Vetenskapsradet och handlar om forskning om elever med
sarskild fallenhet for matematik. Projektledare ar professor Inger Wi-
stedt vid Institutionen for matematikamnets och naturvetenskapsam-
nenas didaktik (MND), Stockholms universitet. Min studie, som ar en
del av det namnda forskningsprojektet, avser att tydliggéra den ma-
tematiska formdgans uttryck vid problemldsning och begreppsbild-
ning i matematik hos elever med sarskild fallenhet for amnet. Genom
att studera dessa elevers arbete med matematikproblem har vi goda
férhoppningar om att komma fram till resultat som kan framja laran-
det for alla elever i skolamnet matematik.

Egentligen finns det ingen enhetlig definition av vad som ut-
marker elever med sarskild fallenhet for matematik. Darfér har jag
valt ut ndgra elever som enligt min uppfattning visar sarskild fallenhet
for amnet. Ert barn ingdr i det urvalet och jag hoppas att ni vill ge ert
godkannande till att han medverkar i projektet.

Jag arbetar p& Utbildningsforvaltningen i Stockholms stad med
utvecklingsfragor i matematik och &r forskarstuderande vid institutio-
nen fér MND, Stockholms universitet. Studien kommer att genomfo-
ras vid tvd-tre tillféllen fordelade over tvd &r. Vid dessa tillfallen
kommer eleverna, under hogst en timme, att f& arbeta med matema-
tiska problem dar jag kommer att lyssna till och dokumentera deras
resonemang. Eventuella intervjuer med eleverna kommer att genom-
féras individuellt. Till min hjalp kommer jag att anvénda ljudinspel-
ning samt anteckningar i samband med problemldsning for att i ef-
terhand lattare kunna bearbeta informationen fran elevernas arbete
med problemen. Naturligtvis kommer fingerade namn att ges elever,
larare och skola for att pd sa satt oméjliggora identifiering och varna
elevernas integritet. Eleverna har ocksd ratt att avbryta sin medver-
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kan om de s& onskar. Jag kommer att forvara allt material i 13st ar-
kivskdp under tiden projektet pdgdr. Nar forskningsprojektet ar avslu-
tat raderas ljudinspelningar och annat insamlat material.

Om ni undrar 6ver ndgot ar ni valkomna att ringa eller skriva
till mig.

Med vanliga halsningar

Attila Szabo

Institutionen for MND vid Stockholms universitet
attila.szabo@stockholm.se

tel. 070 716 15 61
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Godkannande av medverkan i forskningsarbete om elever
med sarskild fallenhet for matematik

Barnets
namn:

Skola:

Klass:

Var god satt kryss fér godkannande:

__Jag tilldter ljudinspelning d& mitt barn &r narvarande.

__Jag tilldter att ni anvander material fran inspelningarna i forsk-
ningsandamal, i enlighet med Vetenskapsrddets etiska forskningsreg-
ler (for en utforlig beskrivning av reglerna se
http://www.codex.vr.se/texts/HSFR.pdf).

Mdlsmans underskrift:
(vid gemensam vardnad ska bada vérdnadshavarna underteckna)

Blanketten lamnas till elevens matematikldrare senast den 12 maj
2010.

Tack!

Attila Szabo
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Bilaga 2

Instruktioner till elever infor problemldsningen

Det ar roligt att du vill delta i undersékningen!

Oftast &r det inga konstigheter kring en sddan har undersokning, men
det brukar and3d kannas extra spannande nar man deltar for forsta
gangen. For att gora det enklare for dig, s har jag samlat ndgra sa-
ker som du kan ténka pa i samband med att du l6ser uppgifterna.
e Slappna av, ingen kommer att bedéma dina
kunskaper — det ar din medverkan som ar vik-
tigt.
e Vi ar inte intresserade av hur bra du I6ser
uppgiften eller hur 18ng tid det tar att I16sa den —
vi ar endast intresserade av det som hander un-
der l6sningsprocessen.
e Skriv ner allt som du kommer pd i samband
med uppgiften — oavsett om du tycker att det ar
korrekt eller inte.
e Du behdver inte forklara hur du tanker eller
reflektera dver det du tanker p& — sdg bara hogt
det du tanker pd medan du forsoker 16sa uppgif-
ten.
e FOrsok att tdnka hogt — ungefar som om du
var helt ensam och dina tankar talade till dig.

Stort tack for din medverkan!
Attila
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